PROVA D’ESAME * SESSIONE ORDINARIA 2016

Scuole italiane all’estero « Americhe

PROBLEMA 2

Sia I" il grafico della funzione

f(x)=ﬁ kER,k>O

definita sull’insieme R dei numeri reali.

1.

Relativamente al grafico I, mostra come variano le coordinate del suo punto di flesso P in funzione del
parametro k e verifica che in tale punto la pendenza del grafico ¢ indipendente da k.

. Dopo aver verificato che la funzione p(x)=1log(l+k-e™)+x & una primitiva di f, determina l'area

della regione piana compresa tra I, 'asse y, 'asse x e la retta di equazione x = log(a). Che valore deve
assumere @ perché tale area sia uguale a 1?

. Dimostra che

g(x) = log(125-),

¢ la funzione inversa di fe tracciane il grafico. Prova inoltre che la suddetta funzione g & crescente in tutto
il suo dominio e che il grafico della funzione h, definita come

h(x) = f(x)+¢(x),

interseca I’asse x in un unico punto.

. Considerata, per x € R, la funzione

F(x)= [ floydt,

determina le equazioni dei suoi asintoti e traccia il grafico di F(x).
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SOLUZIONE * SESSIONE ORDINARIA 2016

Scuole italiane all’estero « Americhe

PROBLEMA 2

1. Consideriamo la funzione f(x) = =(1+ke™)", con ke R".

B S
1+ ke™

La funzione ¢ definita e derivabile in R; per determinare i punti di flesso, calcoliamo la derivata
seconda:

flx)==1-(1+ke™)? (=ke™) = ke™ (1 + ke ™) %
f(x)=—ke™*(1+ke™*) >+ ke™* (—2)(1+ke ™) (—ke™) =
—ke™*(1+ke™) 2 +2k2e (1 + ke ™) > = ke (1 + ke ™) ’[—e* (1 + ke ™) + 2k] =
ke (1 + ke™)[—e* — k+2k] = ke ™ (1 + ke ™) (k — €¥).
Gli zeri e il segno di f"(x) sono individuati dall’ultimo fattore:

f(x)=20 - k—e=20 - e <k — x=<Ink.

La funzione f(x) volge quindi la concavita verso l'alto per x < Ink, verso il basso per x > Ink e in
x = Ink presenta un flesso.

L’ordinata del flesso é:

_ 1 _ 1 1
f(lnk>_ 1+keflnk -

1~ 2
Ltk

quindi il punto di flesso ha coordinate P(ln k; %)

La retta tangente a I" in P ha coefficiente angolare pari a:

/ — 7 -Ink “nky2 . L AN, 1 1
Flink) = ke ™ (1 + ke k)2 = k k(1+k k) =p2=2L1_1

La pendenza della retta tangente nel punto di flesso vale sempre %, quindi ¢ indipendente dal valore
di k.

2. Osserviamo che la funzione “log” usata nel testo del problema indica la funzione logaritmo naturale (in
base e). Verifichiamo dunque che p(x)=In(1 + ke ™)+ x & una primitiva di f(x), cioé proviamo che

P = flx):
ke ™+ 14+ ke™ 1

’ _ 1 N —x _ _ _
p(x)= 1+ ke™ (“ke™)+1= 1+ ke ™ T 1+ke™ = f(x).

Tracciamo il grafico approssimativo di f(x) , in modo da rappresentare la regione indicata dal problema.
Oltre a quanto gia dedotto su f(x) , osserviamo che:

e la funzione & positiva su R;
o la derivata prima & sempre positiva, quindi f(x) & crescente in R;

e lim f(x)= 0, quindila funzione ha I'asse x come asintoto orizzontale sinistro;
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e lim f(x)= 1, quindila funzione hala retta y = 1, come asintoto orizzontale destro.

X —

Possiamo tracciare il grafico I" della funzione. A titolo di esempio, disegniamo il grafico nel caso k = 1.

M Figura 8

Selna > 0,cioe a > 1,laretta x = Ina elaregione R di cui dobbiamo calcolare 'area si trovano a destra
dell’asse delle ordinate (come esemplificato in figura).
Se Ina <0, cioée 0 <a<1,laretta x=Ina e la regione R si trovano a sinistra dell’asse delle

ordinate.

Se Ina =0, cioée a =1, la retta x=Ina si trova sull’asse delle ordinate e 'area della regione &
nulla.

Calcoliamo l'area A della regione nei primi due casi.

Selna > 1:

A= [ fx)dx = [p() 5 = [In(1 -+ ke™) + Ina] ~[ln(1 + ke ) + 0] =

atk
k o (atk _ _ a Y (atk
In(1+%)+na-In@+k) =In(4E5 )+ na ln(1+k)—ln( o )_m( )
Seo0<a<l:
0 Ina O[,+k
A= flna f(x)dx=—f0 flx)dx =—ln< 1k )
Determiniamo a in modo che I'area della regione sia 1.
Sea > 1:
a+k)_ atk _ — _
ln(1+k>—1 -~ 13k "¢ ~ a=e(l+k)—k.
Osserviamo che:
e(l+k)—k=e+k(e—1)>1,
quindi la soluzione a = e(1 + k) — k ¢ accettabile, per ogni k > 0:
Se0<a<l:
at+ky)_ at+tk _ 1 1tk _
_ln(1+k>_1 - Itk e T T Tk
Imponiamo che il valore trovato sia compreso fra 0 e 1:
PE k>0 - 14k-ek>0 — k(e-1)<1 — k< 1p
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PE j<1 - 1tk—ek<e — ke-)>1-e - Vk>o0.

Quindi la soluzione a = % — k & accettabile solo per 0 < k < ﬁ, con = ﬁ ~ 0,582.

3. Abbiamo gia dimostrato che f(x) & crescente, quindi ¢ invertibile. Mostriamo ora che la funzione

g(x)=In(1)

él'inversa di f(x) facendo vedere che entrambe le composizioni di funzioni ( f> g)(x) e (g°f )(x) cor-
rispondono alla funzione identita:

f(g(x))zf(ln<1k_xx )): l+ke£1n% - 1+k~11k_xx - 1+ 11;x - x+)lc—x -
uguaglianza valida nel dominio 0 < x < 1di g(x);
ket -
s =8y ) = R (e ) g m e
1+ke™

Il grafico di g(x) puo essere allora ottenuto da quello di f(x) tramite simmetria rispetto alla bisettrice
y = x del primo e terzo quadrante.

y

1
x

g0 | y

M Figura 9

La funzione g(x) & definita e continua in 0 < x < 1, & sempre crescente (perché é crescente f(x) e per
la simmetria) e ha gli asintoti verticali x = 0 e x = 1; risulta dunque suriettiva.

La funzione h(x) = f(x)+ g(x) ha lo stesso dominio 0 < x < 1 di g(x), & continuain 0 <x < 1lede
strettamente crescente, poiché &€ somma di due funzioni continue e strettamente crescenti.

Inoltre, essendo f(x) limitata in | 0; 1[, risulta:

lim h(x) = lim [f(x)+g(x)]=—c0s  lim h(x) = lim [f(x)+g(x)]=+0c0.

Possiamo concludere che la funzione h(x) & continua, strettamente crescente e suriettiva, quindi il suo
grafico interseca una e una sola volta I'asse delle ascisse.
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4. Ricordiamo che la funzione p(x) ¢ una primitiva di f(x), quindi:
F(x)= [ f(e)de =[p(t)]; = [n(1+ ke™) +x] = [In(1+ ke ™) +0] = In(1+ke™) + x — In(1+K).

La funzione integrale & definita e continua su R, quindi non presenta asintoti verticali.
Studiamo l'esistenza dell’asintoto destro.
Dal limite:

Jlim F(x)= lim [In(1+ke™)+x—In(1+k)]=0+co—In(l +k) =+co,
deduciamo che potrebbe esistere I'asintoto obliquo. Calcoliamo:

F(x) - lim In(1 -l)—cke‘x) +%— ln(1x+ k)

m = lim

x—+oo X x—+oo

=0+1-0=1;

q= lim [F(x)—mx]= lim [In(1+ke™)+x—In(1+k)—x]=0—In(1+k)=—In(1 +k).

I due limiti sono finiti, quindi F(x) ammette asintoto obliquo di equazione y = x—In(1 +k) per
X —+oo.

Studiamo I’esistenza dell’asintoto sinistro.
Il limite:

Jim F(x)= lim [In(1+ke™)+x—In(1 + k)]

si presenta nella forma +ooc — oo —In(1 + k).
Risolviamo la forma indeterminata costituita dai primi due termini:

Jlim [In(1 +ke™)+x]= lim [In(1 +ke™)+Ine] =
Jlim Infe*(1+ke™)] = lim In(e*+ k) =Ink,
quindi:

: R _ k
Aim F(x)=Ink ln(1+k)—lnl+k

e la funzione F(x) presenta I'asintoto orizzontale di equazione y = lnﬁ per x ——oo.
Per tracciare il grafico di F(x) consideriamo che:

e F(x) & definita e continua in R;

e F(x) & sempre crescente, poiché F'(x) = f(x) & positiva su tutto R;

F(0) =0 e, poiché & crescente, risulta F(x) < 0 per x < 0 e F(x) > 0 per x > 0;

F(x) volge sempre la concavita verso I'alto, poiché F(x) = f/(x) & positiva su tutto RR;

F(x) ha due asintoti di equazione y = lnﬁ ey=x—In(1+k).
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Con queste informazioni, tracciamo il grafico plausibile di F(x).

F(x)

Sy =x=In(1 +K)

B Figura 10
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