
1Copyright © 2013 Zanichelli editore S.p.A., Bologna
Questo file è una estensione online dei corsi di matematica di Massimo Bergamini, Anna Trifone e Graziella Barozzi

LE TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE NEL PIANO CARTESIANO  Esplorazione

MUSICA E TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE

Fra Martino e le traslazioni
Il canone è una composizione musicale in cui una
prima voce (detta antecedente) che esegue un tema
viene imitata da una seconda voce (conseguente)
che «entra», cioè inizia, a un certo punto dello
svolgimento dell’antecedente. Le due melodie de-
vono «sovrapporsi» rispettando le regole dell’ar-
monia, cioè le note simultanee devono «suonare
bene» insieme.
La filastrocca Fra Martino è un esempio di canone
diretto a due voci. La voce conseguente, copia
esatta del tema, entra a un certo punto dell’esposi-
zione del tema stesso da parte della prima voce. La
voce conseguente si ottiene quindi per semplice
traslazione nel tempo della voce antecedente. 
Una schematizzazione «cartesiana» del rigo mu-
sicale consente di visualizzare l’analogia tra canoni e
trasformazioni geometriche. Se il tempo musicale è
rappresentato sull’asse delle ascisse e l’altezza di una
nota su quello delle ordinate, fissando convenzio-
nalmente le unità, si può tradurre il rigo musicale di
una melodia nel grafico di una funzione a gradini.
Per ottenere la seconda voce, la traslazione nel
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� Fra Martino come esempio di canone diretto a due voci
(traslazione lungo l’asse x). Il sol della seconda voce armo-
nizza con il re e il mi della prima, il la della seconda con il re e
il do della prima, e così via.

tempo di un tema, cioè la sua ripetizione a partire
da un istante T, corrisponde a una traslazione lun-
go l’asse x di vettore v→(T; 0) del grafico del tema. T
deve essere scelto in modo che il tema risulti armo-
nico con il traslato di se stesso. 
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Altre trasformazioni
Se utilizziamo una simmetria rispetto all’asse x, ot-
teniamo una copia del tema in cui ogni intervallo
ascendente viene mutato in un intervallo discen-
dente. Combinando questa inversione con la tra-
slazione temporale del tema si ha un canone per
moto contrario o canone inverso. 
Se invece si effettua una simmetria rispetto all’asse
y, si ha un’inversione temporale del tema: si parla
allora di canone cancrizzante, poiché il tema,
come il gambero (in latino cancer), nella voce con-
seguente procede «a ritroso» nel tempo.
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� La prima battuta del tema
di Fra Martino trasformata
per simmetria rispetto
all’asse x (canone inverso) e
per simmetria rispetto
all’asse y (canone cancriz-
zante).

Bach e l’ars canonica
Le trasformazioni che abbiamo esaminato sono
presenti principalmente nell’opera di Johann Seba-
stian Bach (1685-1750), che le utilizzò nella cosid-
detta ars canonica, uno degli esempi più interessan-
ti di interazione tra forme musicali e matematica.
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