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� PROBLEMA 1

Sia AB un segmento di lunghezza 2a e C il suo punto medio. Fissato un conveniente sistema di coordinate
cartesiane monometriche (Oxy):

a) si verifichi che il luogo dei punti P tali che �
P�
P�

A�
B�
��k (k costante positiva assegnata) è una circonferenza

(circonferenza di Apollonio) e si trovi il valore di k per cui la soluzione degenera in una retta;

b) si determini il luogo geometrico � dei punti X che vedono AC sotto un angolo di 45°;

c) posto X appartenente a � in uno dei due semipiani di origine la retta per A e per B e indicato con �

l’angolo XÂC si illustri l’andamento della funzione y� f (x) con f (x)���X�
X�

A�
B�
��2

e x� tg�.

� PROBLEMA 2

Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortogonali monometriche (x, y) è assegnata la funzione:

y�x 2 �a ln(x�b), con a e b diversi da zero.

a) Si trovino i valori di a e b tali che la curva � grafico della funzione passi per l’origine degli assi e pre-
senti un minimo assoluto in x�1.

b) Si studi e si disegni �.

c) Si determini, applicando uno dei metodi numerici studiati, un’approssimazione della intersezione positi-
va di � con l’asse x.

d) Si determini l’equazione della curva �′ simmetrica di � rispetto alla retta y�y (1);

e) Si disegni, per i valori di a e b trovati il grafico di y�x 2 �a ln(x�b).

� QUESTIONARIO

Provare che una sfera è equivalente ai �
2

3
� del cilindro circoscritto.

Determinare il numero delle soluzioni dell’equazione xe x �xe�x �2�0.

Dimostrare che se p (x) è un polinomio allora tra due qualsiasi radici distinte di p (x) c’è una radice di p′(x).

Calcolare la derivata della funzione f (x)�arcsenx�arccosx. Quali conclusioni se ne possono trarre per
la f (x)?

Calcolare l’integrale �0

0
�
ln

x

x
�dx.

Con uno dei metodi di quadratura studiati, si calcoli un’approssimazione dell’integrale definito ��

0
senxdx e

si confronti il risultato con il valore esatto dell’integrale.
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� PROBLEMA 1

a) Fissato il sistema cartesiano di origine nel punto C e asse x passante per i punti A e B (figura 1), si

prenda un punto P (x; y) diverso da B (altrimenti la frazione �
P�
P�

A�
B�
� perderebbe di significato).

Si calcoli l’espressione �
P�
P�

A�
B�
��k attraverso la formula della distanza tra

due punti:

�
�
�

(

(

x�
x�
��
��

a�
a�
)

)

2�
2�
��
��

y�
y�

2�
2�

��k.

Essendo k positivo si elevano al quadrato entrambi i
membri dell’uguaglianza e si ottiene:

(x�a)2 �y 2 �k 2 [(x�a)2 �y 2]→ (1�k 2)x 2 � (1�k 2)y 2 �2a (1�k 2)x� (1�k 2)a 2 �0.

Se k�1, l’equazione si riduce alla retta x�0 che è l’asse del segmento AB.

Se k�1, si ottiene x 2 �y 2 �2a�
(1

1

�

�

k

k

2

2

)
�x�a 2�0 con x�a. Si tratta di una circonferenza con centro

nel punto C ′��a�
1

1

�

�

k

k

2

2� ; 0� e raggio uguale a �
1

2

�

ka

k 2
� .

b) La risoluzione non segue la via unicamente algebrica, perché troppo complessa, ma si basa su alcune
considerazioni geometriche, ricordando che gli angoli alla circonferenza, che sottendono lo stesso arco,
sono uguali. Osservando la figura 2, un punto del semipiano y�0, che appartiene al luogo, è il vertice
Q del triangolo rettangolo isoscele costruito sul cateto AC. Esso ha coordinate Q (0; a). Costruita la cir-
conferenza di diametro AQ, tutti i suoi punti di ordinata positiva soddisfano la proprietà richiesta dal 

luogo. Il centro della circonferenza, punto medio di AQ, ha coordinate C1�� �
a

2
� ; �

a

2
��; il raggio vale

�
A�
2

Q�
���

a�
2

2�
� .

Per y�0, l’equazione del luogo geometrico è

�x��
a

2
��2

��y��
a

2
��2

��
a

2

2

�

ovvero x 2�y 2�ax�ay�0.
Con le stesse considerazioni si trova l’arco nel semipiano y�0:

�x��
a

2
��2

��y��
a

2
��2

��
a

2

2

� →x 2�y 2�ax�ay�0.

Pertanto la curva � ha equazione:

�x 2�y 2�ax�ay�0 con y�0

x 2�y 2�ax�ay�0 con y�0

SOLUZIONE DELLA PROVA D’ESAME
CORSO SPERIMENTALE P.N.I. • 2001

Sessione ordinaria

� Figura 1.
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f ′(x)��
�1�

1

�� x� 2�
���

�1�
1

�� x� 2�
�� 0 con x � ]�1; 1[. Per una conseguenza del teorema di Lagrange, la fun-

zione f (x) è costante nell’intervallo e vale f (x)� f (0)�arcsen0�arccos0��
�

2
� .

Osservando che la derivata di ln x è �
x

1
� , si tratta di un integrale la cui primitiva è una funzione composta.

Risulta �0

0
�
ln

x

x
�dx� �

1

2
� ln2 x�c.

Si utilizza per il calcolo, il metodo dei trapezi. Dividendo in sei parti uguali l’intervallo [0; �] si costruisce la
seguente tabella.

Per la formula dei trapezi:

��

0
senxdx ��

��

6

0
���

1

2
� ��

�
2

3�
��1��

�
2

3�
�� �

1

2
����

�

6
� (�3� �2)�1,954097.

Secondo il metodo dei trapezi l’errore che si compie è minore o uguale a �
12

�

�

3

36
��0,07.

Con il calcolo esatto: ��

0
senxdx�2. Si osserva che 2�1,954097�0,045903 che è, come si aspettava, mi-

nore di 0,07.

Posto f (x)�x� e�x, la funzione è continua e assume agli estremi dell’intervallo [0; 1] valori di segno op-
posto. Per il teorema dell’esistenza degli zeri, esiste allora almeno uno zero. Se ci sono due zeri, x1 e x2

appartenenti a ]0; 1[, deve valere f (x1)� f (x2)�0. Pertanto per il teorema di Rolle esiste almeno un punto
c � ]x1;x2[ tale che f ′(c)�0. Poiché la derivata prima f ′(x)�1� e�x è sempre positiva, la funzione è stret-
tamente crescente e ciò va contro l’ipotesi di due zeri per f (x). Quindi la funzione ha un solo zero cioè
l’equazione x� e�x �0 ha una sola radice positiva compresa tra 0 e 1. Si determina il suo valore approssi-
mato attraverso il metodo delle tangenti. La derivata seconda è negativa nell’intervallo e f (0)��1�0; il
punto di partenza è quindi x�0. Di seguito è riportata la tabella che si ottiene attraverso la formula di ri-

correnza xn�1�xn ��
f

f

′
(

(

x

x
n

n

)

)
� , fino a n�6.

Il valore approssimato della radice dell’equazione è 0,567143290.

Gli insiemi di classe 3 che si possono formare con 16 elementi sono � � e questi costituiscono i casi
16

3
8

7

6

5

x 0 �
�

6
� �

�

3
� �

�

2
� �

2

3
� � �

5

6
� � �

senx 0 �
1

2
� �

�
2

3�
� 1 �

�
2

3�
� �

1

2
� 0

n xn � 1

0 0,566311003

1 0,567143165

2 0,567143290

3 0,567143290

4 0,567143290

5 0,567143290

6 0,567143290


