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� PROBLEMA 1

Due numeri x e y hanno somma e quoziente uguali a un numero reale a non nullo.
Riferito il piano ad un sistema S di coordinate cartesiane ortogonali e monometriche (x; y):

a) si interpreti e discuta il problema graficamente al variare di a;

b) si trovi l’equazione cartesiana del luogo � dei punti P (x; y) che soddisfano al problema;

c) si rappresentino in S sia la curva � che la curva �′ simmetrica di � rispetto alla bisettrice del I e del III
quadrante;

d) si determini l’area della regione finita di piano del primo quadrante delimitata da � e da �′ e se ne dia
un’approssimazione applicando uno dei metodi numerici studiati;

e) si calcoli y nel caso che x sia uguale a 1 e si colga la particolarità del risultato.

� PROBLEMA 2

I raggi O�A� �O�B� �1 metro tagliano il cerchio di centro O in due settori circolari, ciascuno dei quali costi-
tuisce lo sviluppo della superficie laterale di un cono circolare retto.
Si chiede di determinare:

a) il settore circolare (arco, ampiezza e rapporto percentuale con il cerchio) al quale corrisponde il cono C
di volume massimo, il valore V di tale volume massimo e il valore V ′ assunto in questo caso dal volu-
me del secondo cono C ′;

b) la capacità complessiva, espressa in litri, di C e di C ′;
c) un’approssimazione della misura, in gradi sessagesimali, dell’angolo di apertura del cono C, specifican-

do il metodo numerico che si utilizza per ottenerla.

� QUESTIONARIO

Se a e b sono numeri positivi assegnati qual è la loro media aritmetica? Quale la media geometrica? Quale
delle due è più grande? E perché? Come si generalizzano tali medie se i numeri assegnati sono n?

Il seguente è uno dei celebri problemi del Cavaliere di Méré (1610-1685), amico di Blaise Pascal: “giocan-
do a dadi è più probabile ottenere almeno una volta 1 con 4 lanci di un solo dado, oppure almeno un
doppio 1 con 24 lanci di due dadi?”

Assumendo che i risultati – X, 1, 2 – delle 13 partite di Totocalcio siano equiprobabili, calcolare la probabi-
lità che tutte le partite, eccetto una, terminino in parità.

Calcolare:

lim
n→��

�
n

3n

!
� .

Cosa si intende per funzione periodica? Qual è il periodo di f (x)�� sen�
�

3

x
� ? Quale quello di sen2x ?5
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Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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Utilizzando il teorema di Rolle, si verifichi che il polinomio xn � px � q (p, q �R ), se n è pari ha al più
due radici reali, se n è dispari ha al più tre radici reali.

Data la funzione: f (x)� e x � senx �3x, calcolarne i limiti per x tendente a � � e � � e provare che esiste
un numero reale � con 0� � �1 in cui la funzione si annulla.

Verificare che la funzione 3x � lnx è strettamente crescente. Detta g la funzione inversa, calcolare g ′(3).

Trovare f (4) sapendo che �x

0
f (t)dt � xcos (πx).

Spiegare, con esempi appropriati, la differenza tra omotetia e similitudine nel piano.10
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Durata massima della prova: 6 ore.
È consentito soltanto l’uso di calcolatrici non programmabili.
Non è consentito lasciare l’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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� PROBLEMA 1

a) Tenendo conto che il parametro a non è nullo, le relazioni assegnate dal testo sono:

x�y�a e �
x

y
� �a , con x, y�0.

x�y�a ∧ x�0∧ y�0 è l’equazione di un fascio improprio di rette parallele alla bisettrice del secondo
e quarto quadrante esclusa la retta y�x, perché a�0.

�
x

y
� �a ∧ x�0∧ y�0 cioè y� �

a

1
� x ∧ x�0∧ y�0 rappresenta un fascio proprio di rette con centro

(0; 0), esclusi il punto (0; 0) stesso e gli assi cartesiani.
Per quanto detto, confrontando le due equazioni, si deduce che le rette che rappresentano non coinci-
dono per nessun valore di a�0, mentre sono parallele per a��1.
Pertanto per a�0∧ a��1, esse si intersecano in un solo punto.
Si può arrivare alle stesse conclusioni valutando il sistema:

� , con a�0∧ x�0∧ y�0.

Con il metodo di Cramer si trova ���a�1, �x ��a 2, �y ��a. Quindi se a��1 non ci sono solu-

zioni; se a��1 esiste la soluzione � .

b) Dal sistema � , con a�0∧ x�0∧ y�0, eliminando a, segue l’equazione cartesiana del luogo

� in forma implicita:

x�y� �
x

y
� → y 2 �xy�x�0.

c) Le equazioni della simmetria assiale rispetto alla bisettrice del primo e del terzo quadrante sono:

� . La trasformata dell’equazione x�y 2 �xy�x�0, y�1∧ x�0∧ y�0 diventa: x 2 �xy�y�0,

ossia in forma esplicita

� ′ � y��
1

x

�

2

x
� , x�1∧ x�0∧ y�0.

Si sceglie di studiare dettagliatamente � ′ in modo da costruire il grafico di � per simmetria. Si indichi
per comodità con f la funzione della curva � ′.

Il campo di esistenza f è x�1∧ x�0. La funzione non è né pari né dispari. L’intersezione di y��
1

x

�

2

x
�

con gli assi cartesiani è (0; 0) non accettabile per le C.E.. La funzione è positiva per x�1∧x�0, è nega-

x ′�y

y ′�x

x�y�a

�
x

y
� �a

x��
a

a

�

2

1
�

y��
a�

a

1
�

x�y�a

x�ay�0
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Se n è pari e quindi n �1 dispari, essa ammette una e una sola radice reale. Pertanto se ci fossero tre pun-
ti per cui f (a)� � f (b)� f (d )�0, ci dovrebbero essere due punti interni agli intervalli [a; b] e [b; d ] per
cui la derivata è nulla. Ciò va contro l’unicità della soluzione di nx n�1 � p �0.
Se, invece, n è dispari, cioè n �1 pari, l’equazione nx n�1 � p �0 ammette sempre due soluzioni se p �0,
nessuna soluzione se p �0.
Per p �0, ci sono al più tre soluzioni di f (x)�0, poiché se ce ne fossero quattro, si andrebbe contro l’uni-
cità di solo due radici per nx n�1 � p �0.
Se p �0, c’è al più una soluzione di f (x)�0; infatti se ce ne fossero due, per il teorema di Rolle esistereb-
be un punto in cui la derivata si annulla e questo andrebbe contro alla non esistenza della soluzione
dell’equazione nx n�1 � p �0.

Si calcolano i seguenti limiti:

a) lim
x→��

(e x � senx �3x )� lim
x→��

e x�1��
se

e

n
x

x
�� �

3

e

x
x��,

poiché lim
x→��

�
se

e

n
x

x
��0 per il teorema del confronto e lim

x→��
�
3

e

x
x� �0 per il teorema di De L’Hospital, risulta

lim
x→��

(e x � senx �3x )� � �;

b) lim
x→��

(e x � senx �3x )� � �, essendo senx una funzione limitata ed e x →0 per x → � �.

Per la seconda parte della domanda, si calcola f (0)�1�0 e f (1)� e � sen1�3�0. Poiché la funzione è
continua si applica il teorema degli zeri ovvero esiste un valore � � ]0; 1[ tale che f (�)�0.

La funzione f (x)�3x � lnx è definita e continua nell’intervallo ]0;� �[. La sua derivata prima vale f ′(x)�

�3� �
x

1
� . Poiché f ′(x)�0 nel dominio, la funzione è strettamente crescente.

Pertanto si tratta di una funzione biunivoca per la quale esiste la funzione inversa g.

Per il teorema sulla derivata della funzione inversa risulta: g ′(y0)��
f ′(

1

x0)
� con y0 � f (x0).

Se y0 �3, x0 soddisfa l’equazione 3x0 � lnx0 �3. Quest’ultima è un’equazione trascendente. Si osserva che
x0 �1 è una sua soluzione che è unica per la stretta monotonia della funzione corrispondente. Si ricava

che allora che g ′(3)��
f ′

1

(1)
�� � �

1

4
�.

Per il teorema del calcolo integrale, posto �x

0
f (t)� F (x), risulta f (x)� F ′(x). Nel caso in questione

F (x)� xcos (�x), pertanto si ha: f (x)� D [xcos (�x)]�cos (�x)� �x sen (�x).
Per x �4, f (4)�cos4� �4� sen4� �1�0�1.

In un piano cartesiano Oxy, un’omotetia di rapporto k (k �0) e centro C è quella trasformazione che asso-
cia a un punto P il punto P ′ tale che CP ′→

� k � CP
→
. Le equazioni della trasformazione sono:

�C,k �� ovvero � .

Una similitudine di rapporto h è una trasformazione che mantiene costante il rapporto tra segmenti corri-
spondenti cioè, comunque si scelgano due punti A e B, considerati i loro trasformati A ′ e B ′, si ha:

�
A�
A�
�′�B�
B�

�′�
�� h.

x ′ � kx � xC (1� k)

y ′ � ky � yC (1� k)

x ′ � k (x � xC )� xC

y ′ � k (y � yC )� yC
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