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� PROBLEMA 1

Considera la famiglia di funzioni

fk (x)�� k �0

e la funzione g(x)�� .

1. Determina per quale valore di k la funzione fk e g hanno la stessa tangente nel punto di ascissa 1.

2. Detta f la funzione determinata al punto precedente, studia la continuità e la derivabilità di f e g nel
punto x �0.

3. Studia le funzioni f e g e disegna i grafici riferiti allo stesso sistema cartesiano ortogonale.

4. Calcola l’area della regione finita di piano delimitata da f e da g, appartenente al semipiano x � �
1

4
� .

� PROBLEMA 2

In una circonferenza di diametro A�D� �2r è inscritto il triangolo isoscele ABC di base BC. Costruisci la pira-
mide che ha per base il triangolo ABC e altezza il segmento AV congruente a BC.

1. Posto A�H� � x, essendo H il punto medio del segmento BC, determina la funzione y � f (x) che esprime
il volume della piramide ABCV.

2. Disegna il grafico di f e determina per quale valore di x il volume della piramide è massimo.
3. In corrispondenza di tale valore determina l’angolo formato dalle facce ABC e VBC.
4. Se y0 è il valore del volume massimo, calcola l’area della regione finita di piano appartenente al semi-

piano x �0, delimitata dalla funzione f e dalla sua simmetrica rispetto alla retta di equazione y � y0.

� QUESTIONARIO

Determina un’espressione generale delle coppie di numeri interi relativi che risolvono l’equazione:

3x �5y �6.

L’equazione � x 2 �1 � � �4� y 2 � �0 nel piano cartesiano determina:

a) due rami di iperbole.

b) l’unione di un ramo di iperbole con un arco di circonferenza.

2

1

lnx x 2 se x �0

0 se x �0

k lnxx se x �0

0 se x �0

Risolvi uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti del questionario.
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c) due punti soltanto.

d) l’insieme vuoto.

e) quattro punti soltanto.

Soltanto una delle alternative proposte è giusta.
Rispondi dando adeguata motivazione.

La proposizione: «un cono è equivalente a una piramide con base equivalente e altezza congruente a quel-
la del cono» è vera o falsa? Motiva adeguatamente la risposta.

Determina la funzione y �f (x) sapendo che:

y �� �5e�x, y �(0)�5, y (1)�5� �
5

e
� .

Sia data la funzione

f � A�R con A sottoinsieme proprio di R, f derivabile �x � A.

Discuti la verità della seguente proposizione dando esauriente motivazione e riferendo almeno un esem-
pio:
«condizione necessaria e sufficiente affinché f sia crescente (decrescente) su A è che risulti
f �(x)�0 ( f �(x)�0) �x � A».

Dimostra la seguente formula: �
n

k�0
� ��2n.

Dimostra che la funzione

f (x)��
x 2 �

1

x �1
�

è biiettiva nell’intervallo �� �
1

2
� ;� ��.

Determina il campo di esistenza, il codominio e l’espressione analitica della funzione inversa.

È data la funzione f (x) continua su tutto R e della quale si sa che:

�1

0
f (x)dx � �, � �R.

Per quali valori reali di k �0 è possibile calcolare l’integrale �k

0
f ��

x

k
��dx ? Fornisci un esempio.

Dimostra la seguente proposizione:
«Se f è una funzione strettamente positiva, derivabile in tutto il suo dominio e tale che, f �(x)� f (x)� [ f (x)]2,

allora la funzione reciproca f1(x)� �
f (

1

x)
� soddisfa la seguente relazione:

f �1(x)� f1(x)�1».

Se eliminiamo l’ipotesi «strettamente positiva» la proposizione è ancora vera?

Dimostra che la funzione y � x 4 � x �1 interseca l’asse delle ascisse in due punti.10
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� PROBLEMA 1

1. Riscriviamo le funzioni applicando le proprietà del logaritmo:

fk(x)�� k �0; g (x)�� .

Tutte le funzioni date sono continue e derivabili per x �0, con derivate:

f �k (x)� k lnx � k, g �(x)�2x lnx � x quindi f �k (1)� k, g �(1)�1.

Perciò fk e g hanno la stessa tangente in x �1 se f �k (1)� g �(1), ossia se

k �1.

2. Indichiamo con f (x) la funzione f1(x) corrispondente a k �1:

f (x)�� .

lim
x�0�

x lnx � lim
x�0�

� lim
x�0�

�0 (De L’Hospital) pertanto f è continua per x �0.

lim
h�0�

�
f (0� h

h

)� f (0)
�� lim

h�0�
�
h ln

h

h �0
�� lim

h�0�
lnh � � �.

La f non è derivabile in x �0 nel senso che la derivata diverge negativamente quindi ha per tangente
l’asse delle ordinate.

lim
x�0�

x 2 lnx � lim
x�0�

� lim
x�0�

�0, pertanto g è continua in x �0.

lim
h�0�

�
g (0� h

h

)� g (0)
�� lim

h�0�
�
h 2 ln

h

h �0
�� lim

h�0�
h lnh �0.

La g è derivabile in x �0 e ha per tangente l’asse delle ascisse.

3. Studio di f e g.
Segno di f e intersezioni con gli assi:

x lnx �0 per x �1 � f (x)�0 se 0� x �1
f (x)�0 se x �1
f (1)�0.

� f non ha asintoti orizzontali né obliqui.
lim

x���
x lnx � � �

lim
x���

�
x l

x

nx
�� lim

x���
lnx � � �

�
x

1
�

�

� �
x

2
3�

lnx
�

�
x

1
2�

�
x

1
�

�

� �
x

1
2�

lnx
�

�
x

1
�

x �0

x �0

se

se

x lnx

0
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x 2 lnx

0
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0
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La funzione valore assoluto per definizione è non negativa quindi l’equazione �x 2 �1���4� y 2��0 è
equivalente al sistema:

� .

Le sue soluzioni sono:

� ossia i quattro punti (1;�2), (�1;�2).

Disponiamo il cono e la piramide con le basi nello stesso piano � e i vertici nel medesimo semispazio.
Poiché i due solidi hanno la stessa altezza, i vertici appartengono a uno stesso piano � parallelo ad � e
ogni altro piano � a essi parallelo e che intersechi uno dei due solidi interseca anche l’altro.
Il cono e la piramide hanno basi equivalenti quindi, come conseguenza del teorema di Talete nello spazio,
le sezioni intercettate da � sono equivalenti perché equidistanti dai rispettivi vertici. Per il principio di Ca-
valieri i due solidi sono dunque equivalenti.

L’espressione generale della derivata prima della funzione incognita è data dall’integrale indefinito della
sua derivata seconda:

y ���0

0
�5e�x dx �5e�x � k1.

La derivata prima della funzione richiesta è quella che soddisfa la condizione:

5e �0 � k1 �5�k1 �0 quindi y ��5e �x.

4

3

x � �1

y � �2

�x 2 �1��0

�4� y 2��0
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� Figura 10.
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In modo simile determiniamo l’espressione generale della funzione incognita:

y ��0

0
5e �x dx � �5e �x � k2.

In particolare, dovendo essere soddisfatta la condizione y (1)�5� �
5

e
� , avremo:

�5e �x � k2 �5� �
5

e
��k2 �5 quindi y �5(1� e �x).

Una funzione f � A�R si dice crescente su A se �x1, x2 � A, con x1 � x2, si ha f (x1)� f (x2).
La funzione f, derivabile in A, può essere crescente su A e avere derivata nulla in qualche punto. Per
esempio la funzione f (x)� x 3, x � [�1; 1], è crescente sull’intervallo [�1; 1] ma f �(0)�0 (figura 11.a). Per-
tanto la condizione f �(x)�0 �x � A non è necessaria.
Se la derivata di f è positiva �x � A può tuttavia accadere che f (x1)� f (x2) per qualche x1,x2 � A, x1 � x2.

Per esempio la funzione f (x)� � �
x

1
� , x � (R� {0}), è derivabile in tutto il dominio però f (�1)� f (1)

pur essendo �1�1 (figura 11.b). Questa funzione è crescente nei due sottoinsiemi disgiunti R� ed R�

ma non su (R� {0}). Pertanto la condizione f �(x)�0 �x � A non è sufficiente.
La proposizione è dunque falsa.

� �, per k �1, 2, … , n, è il numero delle combinazioni semplici di n elementi distinti di classe k ed è

anche il generico coefficiente dello sviluppo di (a � b)n, ossia:

(a � b)n ��
n

k�0
� �an�k bk.

Basta dunque scegliere a � b �1 per ottenere:

(1�1)n ��
n

k�0
� �1n�k 1k�2n ��

n

k�0
� � c.v.d.

La funzione data è continua (il denominatore non ha radici reali ed è positivo �x �R) e derivabile su R.
Dallo studio della sua derivata prima
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