ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO

CORSO SPERIMENTALE P.N.l. - 2005
Sessione suppletiva

Spiegare in maniera esauriente perché una funzione reale di variabile reale integrabile in un intervallo
chiuso e limitato [a; b] non necessariamente ammette primitiva in [« b].



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO SPERIMENTALE P.N.l. - 2005

Sessione suppletiva

Data una funzione f(x) continua in un intervallo chiuso e limitato [¢; &, si chiama primitiva di f(x) in
[a; Bl ogni funzione F (x), continua e derivabile nell’intervallo, tale che F'(x) = f(x).

Si definisce funzione integrale di f(x) la funzione J V f(dt con x€E€|[a; b, ottenuta secondo la definizione
a

di integrale definito e la funzione f(x) si dice integrabile in [a; 4. Si dimostra che ogni funzione continua
in un intervallo ¢ in esso integrabile e il teorema fondamentale del calcolo integrale afferma che la funzio-

ne f f(9 dreé una funzione primitiva di f(x), ovvero, posto F'(x) = f [0 dt, risulta F'(0) = f(x).

Ora, lintegrabilita di una funzione puo essere estesa al caso di una funzione con un numero finito di punti
di discontinuita. Ad esempio se f(x), definita in [a; 4], ha un punto di discontinuita in x= ¢ interno all'in-

1 b
tervallo, ed esistono finiti gm f S dxe 1im+ f J(x) dx, allora la funzione ¢ integrabile in senso improprio
su [a; b] e vale: c e e
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0se x=0
Consideriamo la funzione f(x) = { . In base alla definizio-
1 se 0<x=1
ne di integrale definito essa & integrabile nell'intervallo [0; 1] e risulta:
1 3 F(x) dx
fo FGOdx=1.
(0] 1 X
A Figura 9.

La funzione perd non ammette primitiva in tale intervallo. Infatti una sua eventuale primitiva nell’intervallo
aperto a sinistra ]0; 1] dovrebbe essere del tipo:

Fx)=x+c¢ x€]0; 1], c€ R (costante reale indeterminata).

Definiamo F(0) rispettando la necessaria continuita di F
F(O)=lim (x+o=c
-0
Dunque:
F=x+c Vx€l0;1],cER quindi Fx)=1 Vx€I0; 1]

Draltra parte dovendo essere F'(0) = f(0) si avrebbe 1= 0: fnon ammette dunque primitiva.



