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� PROBLEMA 1

Sono dati una piramide triangolare regolare e il prisma retto inscritto in essa in modo che una base sia la
sezione della piramide con il piano equidistante dal suo vertice e dalla sua base.

A) Ammesso di conoscere il volume della piramide, dire se è possibile calcolare il volume del prisma e for-
nire una esauriente spiegazione della risposta.

B) Posto che lo spigolo della base ABC della piramide sia lungo 4 cm:
1) calcolare la misura dello spigolo della base MNP del prisma, complanare ad ABC ;
2) supposto che gli spigoli AB e MN siano paralleli, riferire il piano dei triangoli ABC e MNP a un siste-

ma di assi cartesiani avente l’origine in A e l’asse delle ascisse coincidente con la retta AB e trovare
le coordinate dei vertici di tali triangoli;

3) determinare quindi l’equazione della parabola avente l’asse perpendicolare alla retta AB e passante
per i punti A, B, M e verificare che passa pure per N ;

4) dopo aver spiegato perché la trasformazione che muta il triangolo ABC nel triangolo MNP è una si-
militudine, trovarne le equazioni;

5) spiegare esaurientemente, col metodo preferito, com’è posizionata la circonferenza circoscritta al
triangolo MNP rispetto al triangolo ABC.

� PROBLEMA 2

È assegnata la funzione fa(x)��
1�

a

x 2� , dove a è un parametro reale non nullo.

1) Dopo aver fornito la definizione di funzione limitata, spiegare perché la funzione fa(x) è limitata.
2) Una volta riferito il piano a un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (Oxy) e indicato con A

il punto di massimo del grafico G della funzione quando a�0, scrivere l’equazione della circonferenza
� di diametro OA.

3) Determinare quanti e quali punti hanno in comune la circonferenza � e la curva G, quando a varia
nell’insieme dei numeri reali positivi.

4) Calcolare il valore a� di a per il quale la circonferenza � e la curva G hanno in comune i vertici di un
triangolo equilatero.

5) Verificare che esiste un valore a ′ di a per il quale la funzione fa′ (x) si può considerare la densità di pro-
babilità di una variabile aleatoria continua e determinare la funzione di distribuzione di tale variabile.

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� QUESTIONARIO

È dato un trapezio rettangolo, in cui le bisettrici degli angoli adiacenti al lato obliquo si intersecano in un
punto del lato perpendicolare alle basi.
Dimostrare che il triangolo avente per vertici questo punto e gli estremi del lato obliquo è rettangolo e tro-
vare quale relazione lega il lato obliquo alle basi del trapezio.

Siano AB, AC, AD tre spigoli di un cubo. Sapendo che uno spigolo è lungo s, calcolare la distanza del ver-
tice A dal piano dei punti B, C, D.

Alberto e Gianna sono chiamati a risolvere la seguente equazione: senxcosx � �
1

4
� . Alberto ottiene come

soluzione gli angoli x tali che: x � �
1

�

2
� � k � oppure x � �

1

5

2
� � � k � (k intero qualsiasi); Gianna trova la 

seguente soluzione: x � (�1)k �
1

�

2
� � k �

�

2
� (k intero qualsiasi).

È vero o è falso che Alberto ha risolto correttamente e Gianna no? Fornire una risposta esauriente.

Si consideri la seguente equazione in x :

(k �2)x 2 � (2k �1)x � (k �1)�0, dove k è un parametro reale diverso da 2.

Indicate con x ′ e x ″ le sue radici, calcolare i limiti di x ′ � x ″ quando k tende a 2, a�� e a ��.

Il limite della funzione (1� x)
�
x
1
�
per x →0:

A) è uguale a 1;
B) è uguale�� ;
C) non esiste;
D) è uguale a e ;

E) è uguale a �
1

e
� ,

con e la base dei logaritmi naturali.
Una sola risposta è corretta. Individuarla e fornirne una spiegazione esauriente.

Dimostrare che, se la derivata di una funzione reale di variabile reale f (x) è nulla per ogni x di un dato in-
tervallo J, allora f (x) è costante in J.

Spiegare in maniera esauriente perché una funzione reale di variabile reale integrabile in un intervallo
chiuso e limitato [a; b ] non necessariamente ammette primitiva in [a; b ].

In un’urna ci sono due palline bianche, in una seconda urna ci sono due palline nere e in una terza urna
ci sono una pallina bianca e una pallina nera. Scegli a caso un’urna ed estrai, sempre a caso, una delle
due palline in essa contenute: è bianca. Saresti disposto a scommettere alla pari che la pallina rimasta
nell’urna che hai scelto sia essa pure bianca?

Si consideri il seguente sistema nelle incognite x, y, z:

�
dove a è un parametro reale. Il sistema è:

ax � y � z � a

x � ay � z � a
x � y � az � a
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� PROBLEMA 1

A)Nella figura 1 sono disegnati la piramide triangolare regolare, di
base ABC equilatera e altezza VH, e il prisma triangolare inscrit-

to nella piramide, di base DEF equilatera e altezza KH� �
1

2
� VH.

La piramide triangolare di vertice V e base DEF è simile alla pi-
ramide di base ABC e vertice V, con rapporto di similitudine

k� �
1

2
� per ipotesi, pertanto i volumi delle due piramidi hanno

rapporto k 3 � �
1

8
� :

VolDEFV � �
1

8
� VolABCV .

Ora, la piramide DEFV ha base e altezza congruenti al prisma in-
scritto di partenza: essa è quindi equivalente alla terza parte del 

prisma cioè VolDEFV � �
1

3
� Volprisma. Sostituendo nella relazione

precedente si trova:

�
1

3
� Volprisma� �

1

8
� VolABCV → Volprisma � �

3

8
� VolABCV .

In conclusione, il volume del prisma inscritto è �
3

8
� del volume della piramide ABCV.

B1)Nel punto A) si è osservato che i triangoli equilateri MNP e ABC sono simili con rapporto di similitudi-

ne k� �
1

2
� . Se il lato di ABC misura 4 cm, il lato di MNP è lungo 2 cm.

B2)Nella figura 2 sono rappresentati i triangoli ABC e MNP nel sistema di assi cartesiani come richiesto.
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� Figura 1.
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Considerato il limite lim
x→0

(1�x)
�
x

1
�
, si tratta di una forma indeterminata 1�. Si pone y���

x

1
� , per cui

x���
1

y
� e per x →0� risulta y →��. Sostituendo nel limite precedente si ottiene:

lim
x → 0�

(1�x)
�
x

1
�
� lim

y→���1��
1

y
��

�y

� lim
y→��

.

Applicando il limite notevole lim
x→���1��

x

1
��

x

� e, ne consegue che lim
x→0

(1�x)
�
x

1
�
� �

1

e
� .

La risposta esatta è pertanto la E).

Si prendano due punti x1 e x2 con x1, x2 � J e x1 �x2. Essendo J un intervallo, risulta [x1; x2]� J. Poiché la
funzione è derivabile in J per ipotesi, essa è continua e derivabile nell’intervallo [x1; x2]. È quindi applicabi-
le su tale intervallo il teorema di Lagrange, cioè esiste almeno un punto c � ]x1; x2 [ tale che:

�
f (x

x
2)

2

�

�

f

x

(

1

x1)
�� f ′(c).

Per ipotesi, la derivata della funzione è nulla nell’intervallo J, per cui f ′(c)�0. Risulta allora:

f (x2)� f (x1)�0, ovvero f (x2)� f (x1).

Dunque la funzione assume lo stesso valore in x1 e x2.
Tenendo conto dell’arbitrarietà dei punti x1 e x2 nell’intervallo J, la funzione è quindi costante su tutto l’in-
tervallo di definizione.

Data una funzione f (x) continua in un intervallo chiuso e limitato [a; b], si chiama primitiva di f (x) in
[a; b] ogni funzione F (x), continua e derivabile nell’intervallo, tale che F ′(x)� f (x).

Si definisce funzione integrale di f (x) la funzione �x

a
f (t)dt, con x � [a; b], ottenuta secondo la definizione

di integrale definito e la funzione f (x) si dice integrabile in [a; b]. Si dimostra che ogni funzione continua
in un intervallo è in esso integrabile e il teorema fondamentale del calcolo integrale afferma che la funzio-

ne �x

a
f (t)dt è una funzione primitiva di f (x), ovvero, posto F ′(x)��x

a
f (t)dt, risulta F ′(x)� f (x).

Ora, l’integrabilità di una funzione può essere estesa al caso di una funzione con un numero finito di punti
di discontinuità. Ad esempio se f (x), definita in [a; b], ha un punto di discontinuità in x�c interno all’in-

tervallo, ed esistono finiti lim
t→c�

�t

a
f (x)dx e lim

t→c�
�b

t
f (x)dx, allora la funzione è integrabile in senso improprio

su [a; b ] e vale:

�b

a
f (x)dx� lim

t→c�
�t

a
f (x)dx� lim

t→c�
�b

t
f (x)dx.

Consideriamo la funzione f (x)�� . In base alla definizio-

ne di integrale definito essa è integrabile nell’intervallo [0; 1] e risulta:

�1

0
f (x)dx�1.

0 se x�0

1 se 0�x�1
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� Figura 9.
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La funzione però non ammette primitiva in tale intervallo. Infatti una sua eventuale primitiva nell’intervallo
aperto a sinistra ]0; 1] dovrebbe essere del tipo:

F (x)�x�c, x � ]0; 1], c �R (costante reale indeterminata).

Definiamo F (0) rispettando la necessaria continuità di F:

F (0)� lim
x→0�

(x�c)�c.

Dunque:

F (x)�x�c ∀x � [0; 1], c �R quindi F ′(x)�1 ∀x � [0; 1].

D’altra parte dovendo essere F ′(0)� f (0) si avrebbe 1�0: f non ammette dunque primitiva.

Scelta a caso un’urna tra le tre a disposizione, è stata estratta una pallina bianca. L’obiettivo è quello di cal-
colare la probabilità che la pallina rimasta nell’urna scelta sia pure essa bianca, ossia la probabilità di avere
scelto l’urna A sapendo che la pallina estratta è bianca.
Indicate ordinatamente con A, B e C le tre urne, si considerino i seguenti eventi:

E�«la prima pallina estratta è bianca»,
A�«è stata scelta l’urna A»,
B�«è stata scelta l’urna B »,
C�«è stata scelta l’urna C ».

La probabilità che, uscita una pallina bianca, sia stata scelta l’urna A, è secondo il teorema di Bayes:

P (AE )� .

Ora, P (A)�P (B)�P (C )� �
1

3
� , P (EA)�1, P (EB)�0, P (EC )� �

1

2
� , e quindi risulta:

P (AE )� � � �
2

3
� .

Essendo la probabilità P (AE )� �
2

3
� maggiore di �

1

2
� , allora scommettere alla pari che la pallina rimasta

nell’urna sia anch’essa bianca è vantaggioso.

Il sistema lineare nelle incognite x, y, z:

�
ha matrice incompleta:

� � .

Il suo determinante vale D�a 3�3a�2 e può essere scritto come:

D�a 3 �a�2a�2�a (a 2 �1)�2(a�1)� (a�1)(a 2 �a�2)� (a�1)2 (a�2).

a 1 1

1 a 1
1 1 a

ax�y�z�a

x�ay�z�a
x�y�az�a
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3
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�
1

2
�

�
1

3
� �1

���

�
1

3
� �1� �

1

3
� �0� �

1

3
� � �

1

2
�

P (A)P (EA)
�����
P (A)P (EA)�P (B)P (EB)�P (C )P (EC )
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