ESAME DI STATO 2024 oo PROVA DI MATEMATICA

Svolgimento del problema 2

Parte a

Studiamo la derivabilita della funzione in x = 0. Distinguiamo tre casi:

1) n dispari;
2) npari, n > 2;
3) n=2.

< 1 . . . 2
1) Se n & dispari possiamo scrivere Yx2 = xa, Vx € R:

fn(x) = xn —Vax? +bx + 1.

Calcoliamo ora la derivata per x # O:

f,;(x):%-x%_l— 2ax +b —>f,;(x):g-x277n— 2ax +b .
n 2Vax? + bx + 1 n 2Vax? + bx + 1
2 2ax + b
fr(x) =

nn2  2NaxZ+bx+1

Calcoliamo la derivata sinistra e la derivata destra in x = O (tenendo conto che n > 3,
quindi n — 2 > 0):

2 2 b
f7-(0) = lim oL - oo
=07\ pAxn=2 2Vax? + bx + 1

l !

—00 b/2
2 2ax + b
£7.(0) = lim - — too
" =0\ pAVx=2 2Vax? + bx + 1

l l

+00 b/2

Deduciamo che con 7 dispari la funzione non ¢ derivabile e presenta una cuspide in x = 0.

2) Se n ¢ pari e n > 2 la funzione {/x2, definita Vx € R, & pari e si puo scrivere nella forma
|x|%, ciog:
_ X — Vax?2 +bx+1,se x >0
Julx) = (=x)% = VaxZ+bx + 1, se x < 0.
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Calcoliamo la derivata per x # 0:

B _2axth e x5 ()

xn o —

’ = 2Vax2+bx+1

X) = < —
Sn(x) 2. (—x) T - b e x <0

2Vax2+bx+1

2 _ 2ax+b se x>0

n¥xn=2  2Vax2+bx+1’
_ 2 2ax+b se x < 0.

n {/(_x)n—z B 2Vax2+bx+1’

S o

fa(x) =

Calcoliamo la derivata sinistra e la derivata destra in x = 0 (anche in questo caso, n > 3,

quindi n — 2 > 0):

-2 2 b
£-(0) = lim oL .
=07\ pf(—x)=2 2Vax? + bx + 1
—00 b/2
2 2ax + b
f/.(0) = lim - = 400
" =0\ =2 2Vax? + bx + 1
+00 b/2
Deduciamo che con n pari, n > 2, la funzione non ¢ derivabile e presenta una cuspide in

x=0.
3) Se n = 2 la funzione diventa:

fz(x):\/;—\/ax2+bx+l—>f2(x):|x|—\/ax2+bx+1—>

A x—Vax?+bx+1,se x>0
x) =
g —x—Vax?2+bx+1,se x <0

Calcoliamo la derivata per x # 0:

Vax2+bx+1

X) =
f2(x) —1 - 2@&x+h ge x < ()

Vax2+bx+1

Calcoliamo la derivata sinistra e quella destra in x = 0:
(_1_ 2ax + b ):_1_9
2

Vax? + bx + 1 2
(1_ 2ax + b ):1_9
2Vax? + bx + 1

>
Notiamo che, essendo —1 — % +1-— %, Vb € R, con n = 2 la funzione non € derivabile e

lim
x—0~

£5-(0) =

£3:(0) = lim

x—0*

presenta un punto angoloso in x = 0.
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Consideriamo

H(x) =|x| = Vax? + bx + 1.

11 grafico deve essere simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, quindi f>(x) deve essere pari.
Imponiamo la condizione di parita:

f(=x) = o(x), Vx € [-1;1] —

x| - Vax2 —bx+1=|x|-Vax2+bx+1 - ax> = bx+1=ax’>+bx+1 — 2bx =0 — b =0.
Quindi:
H(x) = |x] = Vax? + 1.

Consideriamo il dominio della funzione f>(x):

[1 [1
ax>+1>0—> —y/—— <x <4/——.
a a

Poiché il dominio deve essere [—1;1] dobbiamo imporre che ,/—% = 1, quindi —é =1 -
a = —1. Affinché il grafico di f>(x) sia @ deve valere b = 0, a = 1. D’ora in avanti

fr(x) = Ix] = VI = x2.

Parte b

Consideriamo ora la funzione g(x) = |x| + V1 — x2 e studiamone le caratteristiche.

* Dominio della funzione g(x): 1 —x?> >0 — -1 < x < 1. Quindi, D = [-1;1].
* Parita della funzione: g(—x) = g(x), Vx € D. Quindi, la funzione g(x) & pari.

e Segno della funzione: |x| + V1 —x2 > 0, Vx € D.

Poiché il dominio ¢ limitato, non sono presenti asintoti orizzontali od obliqui. Inoltre, la funzione
¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [—1; 1]; quindi per il teorema di Weierstrass assume
massimo e minimo assoluti, percio non sono presenti asintoti verticali.

Verifichiamo che la funzione g(x) non ¢ derivabile inx = O e inx = +1. Esprimiamo la funzione
per casi e calcoliamone la derivata:

—x+Vl-x2,se —1<x<0
gx) = 5
x+Vl—-x%,se 0<x <1

X
V1-x2
__x
1 m,se0<x<1

Calcoliamo le derivate destra e sinistra di g(x) per x che tende a 0:

, ,s¢e —1<x<0
g'(x) =

lim g'(x) = -1; lim g’(x) = 1.
x—0~ x—0*

Le derivate destra e sinistra non coincidono, quindi la funzione g(x) non ¢ derivabile in x = 0.
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Calcoliamo la derivata destra di g(x) per x che tende a —1:

lim g’(x) = +o0.
x——1*

Calcoliamo la derivata sinistra di g(x) per x che tende a 1:
lim g’(x) = —oo.
x—1-

Quindi, la funzione non ¢ derivabile nei due estremi del dominio x = +1.

Pertanto, la derivata g’(x) & definita in D" = D — {+1,0}. Per la parita di g(x), possiamo
limitarci a studiare il segno di g’(x) nell’intervallo ]0; 1[:

X V1-x2-x

>0—> —— > 0.

V1 —x2 V1 —x2

Nell’intervallo ]0; 1[ il denominatore € sempre positivo, quindi studiare il segno di g’(x) si
riduce a risolvere la disequazione irrazionale:

V1 -x2>x, conx > 0.

1 -

Quindi

H
x>0 x>0 x>0 x>0

{Vl—x2>x _){1—)(2>x2 _){2x2—1<0 —%<x<%

Quindi, g’(x) > Oper0 < x < % Percio, la funzione g(x) ¢ monotona crescente nell’intervallo

]O; % [ mentre € monotona decrescente nell’intervallo ] %; 1 [

Disegniamo il quadro dei segni per la derivata g’(x) nell’intervallo ]0; 1].

0
l
g'(x) |
g(x)

Osserviamo che poiché g(x) ¢ continua in x = 1, questo € un punto di minimo. Data la parita

della funzione anche x = —1 & punto di minimo. La funzione vale g(1) = g(—1) = 1. Inoltre,

calcoliamo il valore del massimo corrispondente al punto di massimo x = %: g(%) =2.

Studiamo ora la concavita della funzione g(x). In D’ = D — {£1,0} possiamo calcolare la

derivata seconda che vale: 1

g (x) = ——.
(1-x2)3
Osserviamo che g”(x) < 0 Vx € D’, quindi la funzione ¢ concava.

Indichiamo con g il grafico di g(x) e tracciamo la curva y = @ U 3, ricordando che g(x) ¢ pari.
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y
[?J:y=\x|+Q1—x2
V2
¢ : ¢
_1_‘J_E o ‘J_E 1 X
2 2
oy =|x|-V1-x
_1¥

Parte ¢

Supponiamo che il punto P appartenga a 8 e il punto Q appartenga ad a, quindi yp > yg.
Possiamo quindi scrivere le coordinate dei due punti come segue:

P(k; |k|+V1—k?), O(k;|k|+V1-k?), con—-1<k<]l.

y
B:y:\x|+‘J1—x2
\2
[
| 1 |
x=k
-1 o 1 X
Q(
wy=|x-V1-x
19

Calcoliamo la lunghezza del segmento PQ che dipende da k, con —1 < k < 1:

(k) = PO = |yp — yol| = g(k) — fo(k) = |k| + V1 — k2 = |k| + V=k2 + 1 = 2V1 — k2.

La funzione /(k) ha un punto di massimo in k = 0, infatti /’(k) = — \/121‘7 che si annulla in

k = 0. Disegniamo il quadro dei segni.

Questo vuol dire che PQ ¢ massimo se r ¢ x = 0, cioe ¢ ’asse y che ¢ ’asse di simmetria di y
in quanto g(x) e f>(x) sono funzioni pari.
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Parte d

Per verificare che H(x) & una primitiva di /(x) basta dimostrare che H'(x) = h(x). Calcoliamo

H'(x): | | |
H' (x) = —( + V1 —x2 +x—(—2x)) -
2\V1-x2 2V1 - x2
11+1—x2—x2 1-x?
-~ S H(x)= — H'(x) = V1 —x2 = h(x).
2 W1-x2 1 —x?

Per calcolare I’area A, usiamo il calcolo integrale:

1 1 1
Ay:‘/ |g(x)—f2(x)|dx:/ 2V1—x2dx:2/ V1 —x2dx.
-1 -1 -1

Poiché la funzione integranda ¢ pari, possiamo riscrivere I’integrale come:

H'(x) =

1 1
A7:4/0 Vl—xzdx:4/0 h(x) dx = 4[H(x)]y = 4[H(1) - H(0)] =

4[%(arcsin1+0) —0] = 2arcsin 1 :2~g =T
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