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Quesito 6

Determiniamo l’espressione analitica di𝐹 (𝑥), considerando l’integrale indefinito associato
∫ cos ( 1

𝑡
)

𝑡2
𝑑𝑡.

Poiché
(
1
𝑡

)′
= − 1

𝑡2
, l’integrale si presenta nella forma −

∫
cos

(
𝑔(𝑡)

)
· 𝑔′(𝑡) 𝑑𝑡, con 𝑔(𝑡) = 1

𝑡
.

Dunque:∫ cos
( 1
𝑡

)
𝑡2

𝑑𝑡 =

∫
cos

(
1
𝑡

)
·
(

1
𝑡2

)
𝑑𝑡 = −

∫
cos

(
1
𝑡

)
·
(
− 1
𝑡2

)
𝑑𝑡 = − sin

(
1
𝑡

)
+ 𝑐.

Pertanto:

𝐹 (𝑥) =
[
− sin

(
1
𝑡

)]𝑥
𝑎

= − sin
(
1
𝑥

)
+ sin

(
1
𝑎

)
.

La condizione 𝐹

(
2
𝜋

)
= −1

2
si traduce nell’equazione:

− sin
(
𝜋

2

)
+ sin

(
1
𝑎

)
= −1

2
,

da cui, poiché sin
(
𝜋
2
)
= 1:

sin
(
1
𝑎

)
=

1
2
.

Si tratta di un’equazione goniometrica elementare nell’incognita 𝑎. Le soluzioni sono quindi:

1
𝑎
=
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ∨ 1

𝑎
=

5
6
𝜋 + 2𝑘𝜋 →

1
𝑎
=
𝜋 + 12𝑘𝜋

6
∨ 1

𝑎
=

5𝜋 + 12𝑘𝜋
6

→

𝑎 =
6

𝜋 + 12𝑘𝜋
∨ 𝑎 =

6
5𝜋 + 12𝑘𝜋

.

Notiamo che, essendo 𝑎 > 0 e 𝑘 ∈ Z, dovrà essere 𝑘 ≥ 0, altrimenti si otterrebbe un valore di 𝑎
negativo.
Osserviamo che 𝑥 ≥ 𝑎, pertanto dovrà anche essere

2
𝜋

≥ 𝑎. Per la prima delle due espressioni si
ottiene quindi:

6
𝜋(1 + 12𝑘) ≤ 2

𝜋
→ 2 + 24𝑘 ≥ 6 → 𝑘 ≥ 1

6
→ 𝑘 ≥ 1, essendo 𝑘 ∈ Z.
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Per la seconda:

6
𝜋(5 + 12𝑘) ≤ 2

𝜋
→ 10 + 24𝑘 ≥ 6 → 𝑘 ≥ −1

6
→ 𝑘 ≥ 0, essendo 𝑘 ∈ Z.

Consideriamo infine che una frazione positiva, con il numeratore fissato, assume il valore massimo
quando il denominatore è minimo. Pertanto, possiamo valutare la prima espressione in 𝑘 = 1,

ottenendo 𝑎 =
6

13𝜋
, e la seconda in 𝑘 = 0, ottenendo 𝑎 =

6
5𝜋

.

Poiché
6

5𝜋
>

6
13𝜋

, concludiamo che il più grande valore di 𝑎 per il quale 𝐹

(
2
𝜋

)
= −1

2
è 𝑎 =

6
5𝜋

.
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