ESAME DI STATO 2025 o PROVA DI MATEMATICA

Svolgimento del problema 2

Parte a

Poiché i polinomi p(x) e ¢g(x) sono di secondo grado, possiamo scrivere

p(x) = axx’ +aix + ag
q(x) = b2x2 +bix + by

dove ag, aj, a, by, b1, by sono numeri reali, con ay # 0 e by # 0.

Di conseguenza le funzioni f(x) e g(x) assumono la forma

2
f(X) = (a2x2 +a1x + ao)eaZX +aix+ao

a2x2+a1x+a0

g(x) = (box? + bix + by)e

Per quanto riguarda f(x), in base alle informazioni fornite dal testo e deducibili dal grafico, sappiamo

che f(0) =0, f(1) =0e f'(¢) =0.

Mettiamo a sistema le prime due condizioni:

f(0)=0 apge® =0 ap=0 ap=0
— — —
f(1)=0 (ap + ay + ag)e®*41*a0 = ar+a; =0 a) =—-ar

. Lo . 2
Possiamo quindi riscrivere f(x) nella forma f(x) = (axx* — arx)e®* ~®x,
Calcoliamo la derivata di f(x), che ci servira per imporre la terza condizione:

2 2
f’(x) :(2612)6 — Clz)ellzx —axx 4 (a2x2 _ azx)(zazx _ az)eazx —axx _

2_
ar(2x — 1) (axx® = apx + 1)e92% ~92%
Imponiamo la terza condizione:

() =0 — ay(2¢ — 1) (a29* — arp + l)eaz‘/’z‘aw =0.

Per la legge di annullamento del prodotto, almeno uno dei quattro fattori deve essere uguale a zero.
Poiché a; # 0, 29 — 1 # 0 ed e®2¢'=a2¢ 2 () (perché I’esponenziale & sempre positivo), la terza
condizione si riduce a:

arp* —arp+1=0—- ax(p* - ¢) = —1.

1+V5 2 _ 6+2V5 _ 3+V5
Te _T

Osservato che ¢ = = =5=, otteniamo:

(3+\/§ 1+\/§)
an -

) ) :—1—>612=—1.
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Concludiamo che p(x) = —x% + x.

Per quanto riguarda g(x), in base alle informazioni fornite dal testo e deducibili dal grafico, sap-
piamo che g(0) = 1, g’(0) = 0 (perché il punto C(0; 1) ¢ un punto stazionario) e g(—¢) = 0.

Dalla prima informazione otteniamo immediatamente che deve essere by = 1.

Riscriviamo quindi g(x) tenendo conto dei valori gia determinati per ag, a1, as € bg e calcoliamo la
sua derivata, che ci servira per imporre la seconda condizione:

() = (b2 + byx + 1)e™™ ™,

¢ (%) = (2box + b1)e™ ™ + (box?® + brx + 1)(1 = 2x)e ™ **.
Imponendo la seconda condizione, otteniamo:

g0)=0—>b +1=0— b =-1.

Possiamo quindi riscrivere

g(x) = (bax* —x + l)e_xzﬂ.

Applichiamo infine la terza condizione per ricavare b;:

3+\/§+1+\/§

g(—0) =05 (b +o+1)e ¥ =0> by’ +p+1=0— b, - 5 7 +1=0
3 5 3 5 3 5
b L3 ey 2 g,
2 2 2
Concludiamo che g(x) = —x> —x + 1.

Parte b

Studiamo la funzione f(x) = (x — xz)ex‘xz.

* Il dominio ¢ R e la funzione qui risulta continua e derivabile.

¢ Studiamo le eventuali sirglmetrie:
f(=x) = (=x = x»)e™ ™ £ +f(x), quindi f(x) non & né pari né dispari.

* Poiché f(0) = 0, I'unica intersezione della curva con I’asse y & I’origine (0;0).

Troviamo le intersezioni con 1’asse x:

y=0
{()c—)cz)e""C2 =05 (x-x(1-x)=0-x=0vx=1
I punti di intersezione della curva con gli assi sono quindi (0;0) e (1;0).
* Studiamo il segno della funzione.

f(x)>0—>(x—x2)ex_x2>O—>x—x2>0—>0<x<1.
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f(x) -

—o—+to
+
o
|

* Per individuare gli asintoti, calcoliamo i limiti agli estremi del dominio:

lim (x — xz)e"_xz.

X—x00

Il limite si presenta nella forma indeterminata oo - 0. Possiamo risolverlo applicando il teorema
di De L"Hospital, dopo averlo ricondotto alla forma 2.

2
. 2 . X=X ) I -2x )
lim (x —x%)e"™ = lim — = lim ———= lim ———=0
xX—+00 X—k00 X"—X X—+00 (2x - ])ex -X X—t00 X=X
In alternativa, possiamo risolverlo con un cambio di variabile, ponendo # = x> — x:
2
. 2 . X—X . t
lim (x —x%)e"™ = lim = lim —— =0
X—+00 X—+00 pX7=X t—+00 e[

Quindi la funzione ha un asintoto orizzontale di equazione y = 0.
Poiché tale asintoto orizzontale ¢ sia destro sia sinistro, non esistono asintoti obliqui.
Inoltre, non esistono nemmeno asintoti verticali, perché il dominio di f(x) coincide con

I’insieme R.

* Perricercare i punti stazionari e determinare gli intervalli di crescenza e decrescenza, calcoliamo
la derivata prima.

F(x) = (=20 + D™ + (x —x2) (1 = 20)e"™ = (1 = 2x) (1 +x — x2)e"™
Studiamo il segno di f’(x), esaminando il segno dei suoi fattori:

1
1—2x>0—>x<§;

1-+5 1+v5

1+x—x2>0—>T<x<—;

ex_x2 >0 — Vx eR.
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1-¥5 1 1475
z 2
1-2x + + (‘) - -
14+ x—x - 0 + + 0 -
f'(x) - A 0 (‘)

Le ascisse dei punti stazionari sono quindi x = 1i2‘/§ ex = %
Deduciamo che x = 13—\/5 sono punti di minimo assoluto e x = % ¢ un punto di massimo assoluto.

Sostituiamo i valori nella funzione per determinare le ordinate dei minimi e del massimo:

1=vV5) 1

f

2 e’
N\ _ e
()=

2

ye . . N .. _ 1. e
L’insieme immagine ¢ quindi Im( f) = [—; T] .

¢ Per studiare la convessita, calcoliamo la derivata seconda.

. . . . 2 .
Possiamo scrivere la derivata prima nella forma f’(x) = (2x3 — 3x? — x + 1)e*™"; abbiamo
perciod

F7(x) =(6x% = 6x — 1) + (2 = 3x2 —x + 1)(1 = 2x)e ™ =
(—dx* +8x% + 527 — 9x) "™ = x(—4x> + 8% + 5x — 9)e

Notiamo che x = 1 & uno zero del polinomio —4x> + 8x? + 5x — 9. Con la regola di Ruffini
possiamo quindi scomporre il polinomio come (x — 1)(—4x? + 4x +9).

Pertanto:

7 (x) = x(x — 1)(—4x? + 4x + 9)ex_x2.
Studiamo il segno di f”(x):

x> 0;

x=-1>0—->x>1;

A 44 +9>0 > — 1~ < x <

& 50— Vx eR.

4 © Zanichelli 2025



ESAME DI STATO 2025 o PROVA DI MATEMATICA Svolgimento del problema 2

1-V1o 1+V10
2 0 1 2
X - - (‘) + + +
x—1 - - - + +
-4 +4x+9 — 0 + + + 0 -
£(x) - (‘) + 0 - 0 + (‘J -
NNV AT

Quindi le ascisse dei punti di flesso sonox =0, x =1, x = liz

5

* Verifichiamo che la funzione ¢ simmetrica rispetto alla retta x = %
X =4

Scriviamo le equazioni della simmetria assiale rispetto alla retta 3

x'=2- % - X x=1-x
’ - 4
y =y y=y
Applichiamo la simmetria alla curva y = f(x):
Y = f0=x) =y = (1= = (1= x?) 00 oy = (3 x?)

La curva trasformata coincide con la curva di partenza, quindi la curva ¢ simmetrica rispetto

alla retta x = %

* Indicare, al variare del parametro reale k, il numero di soluzioni dell’equazione f(x) = k,
equivale a determinare il numero di intersezioni fra il grafico di f(x) e la retta y = k. Dal
grafico deduciamo che:

4,
¢ nessuna soluzione per k < —% Vk> g;
. : s e,
¢ 1 soluzione (di molteplicita 2) per k = —-;
4
¢ 2 soluzioni per 0 < k < %;

¢ 2 soluzioni (ciascuna di molteplicita 2) per k = —%;

¢ 4 soluzioni per —% <x<0.
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Y1

Parte ¢

Cerchiamo gli zeri della funzione g(x) = (1 —x — xz)ex"‘z:

-1-V5 _ -1+V5

(l—x—xz)ex_x220—>1—x—x2:O—>x1: , X2

2 2

Osserviamo che x; = —¢. Calcoliamo é:

1 2 V5-1
—_= = = X3.
72 1+\/§ 2

Dunque é ¢ 'ulteriore zero di g.

1.

(p 9
Per verificare che il triangolo ABC ¢ rettangolo, ¢ sufficiente verificare che le rette AC e BC sono
perpendicolari.

Calcoliamo i coefficienti angolari delle due rette:

Per quanto ricavato in precedenza, abbiamo A(—¢;0), B ( 0) e C(0;1).

_ye—ya_1-0_1

xc—x4 O+¢ ¢
yc— VB _ 1-0 _

mac

Poiché mac-mpc = — - (—¢) = —1, le rette sono perpendicolari e quindi il triangolo & rettangolo in C.
¥

Osserviamo che, in alternativa, ¢ possibile verificare che il triangolo ¢ rettangolo verificando che
-2 =2 =2, . e
AB = AC + BC (inverso del teorema di Pitagora).

Per determinare le coordinate del punto di intersezione di y; e y; risolviamo 1I’equazione:

1
f(x)=gkx) > ()c—xz)e"_"2 =(1 —x—xz)e"_"2 Sx-x’=l-x-x*>x= X
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Notiamo che il punto di intersezione ottenuto coincide con il massimo della funzione f(x), e quindi

4
ha coordinate (%, %) .

Consideriamo i punti P(x; f(x)) e Py(x;g(x)), con x > % Indichiamo con /A(x) la distanza tra

Py e P, in funzione di x:
h(x)=PiPy=|f(x)—gx)| =|(x —xz)ex_’“2 —(1-x —xz)ex_x2 =|2x — 1|ex_x2.

Poiché x > % abbiamo 2x — 1 > 0, quindi A(x) = (2x — l)ex_x2. Per determinare il massimo di /(x)
calcoliamo la sua derivata prima:

B(x) =25 + (2x = 1)(1 = 2x)e"™ = (=4x? +4x + 1)e" ™ .
Studiamo il segno della derivata, esaminando il segno dei suoi fattori:

1 -2 1+V2
2

4’ +4x+1>0— <x<—

e"_)‘2 >0—>VxeR.

2
5

h’(x)

+
hx) /

max

Il massimo si ottiene quindi per x = # Sostituendo questo valore nell’espressione analitica di A (x)
otteniamo la lunghezza massima che puo assumere il segmento P P;:

h(1+\/§) =\/§e_%.

2
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Parte d

L’area della regione R mostrata in figura ¢:

/O%(g(x) — f(x)) dx = /0%(1 —2x)e"™ dx = [ex_xz]% —eri—1=ve-1.

o

L’area della regione R’ (in funzione di 7) &:

t

ﬁt(f(x) —g(x)) dx = [t —(1 = 2x)e"™ dx = [—ex_xz] = e —e".

1
2

Uguagliamo le aree delle regioni R e R’ per determinare ¢:
2 2
Ve—l=Ale—-e" 5 =151-2=0>1t=0vr=1.
Poiché deve essere t > %, I’unica soluzione accettabile & r = 1.

Osserviamo che avremmo potuto interpretare diversamente il testo del problema, considerando come
R’ la regione illimitata indicata in figura.

N[ = oo

Y
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L’area di questa regione ¢

e . 2 M . M M2 2 2
/ (f(x) —g(x)) dx = Mhm [—e"_x ] = lim (—e Myt ) =",
t —+00

t M—+c0

Uguagliamo all’area di R:

t—12

25 1++/1—-4In(~fe -1
T =Ne-1—ot-rP=In({e-1) > —t+In(Ye-1)=0—>1= +v n(Ve )

2
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