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PROVA D’ESAME • SESSIONE ORDINARIA 2019

Liceo scientifico, opzione scienze applicate e indirizzo sportivo

Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 4 quesiti del questionario. 
Durata massima della prova: 6 ore.
È consentito l’uso di calcolatrici scientifiche e/o grafiche purché non siano dotate di capacità di calcolo 
simbolico (O.M. n. 205 Art. 17 comma 9).

PROBLEMA 1

Si considerino le seguenti funzioni:

f x ax x b2= - +^ h , g x ax b e x x2 2
= + -^ ^h h .

• Provare che, comunque siano scelti i valori di a e b in R con ,a 0!  la funzione g ammette un massimo e 
un minimo assoluti. Determinare i valori di a e b in corrispondenza dei quali i grafici delle due funzioni 
f e g si intersecano nel punto A(2; 1).

• Si assuma, d’ora in avanti, di avere a 1=  e .b 1= -  Studiare le due funzioni così ottenute, verificando 
che il grafico di g ammette un centro di simmetria e che i grafici di f e g sono tangenti nel punto B(0; -1). 
Determinare inoltre l’area della regione piana S delimitata dai grafici delle funzioni f e g.

• Si supponga che nel riferimento Oxy le lunghezze siano espres-
se in metri (m). Si considerino tre fili conduttori rettilinei 
disposti perpendicolarmente al piano Oxy e passanti rispetti-
vamente per i punti:

; ,P 2
3 01` j  ;P 2

3 12 ` j e ; .P 2
3

2
1

3 -` j

I tre fili sono percorsi da correnti continue di intensità i1 = 2,0 A, 
i2 e i3. Il verso di i1 è indicato in figura mentre gli altri due versi 
non sono indicati.
Stabilire come varia la circuitazione del campo magnetico, 
generato dalle correnti i1, i2 e i3, lungo il contorno di S, a 
seconda dell’intensità e del verso di i2 e i3.

• Si supponga, in assenza dei tre fili, che il contorno della regione S rappresenti il profilo di una spira 
conduttrice di resistenza , .R 0 20 X=  La spira è posta all’interno di un campo magnetico uniforme di 
intensità ,B 1 5 10 T2$= -  perpendicolare alla regione S. Facendo ruotare la spira intorno all’asse x con 
velocità angolare ~ costante, in essa si genera una corrente indotta la cui intensità massima è pari a 
5,0 mA. Determinare il valore di ~.

PROBLEMA 2

Un condensatore piano è formato da due armature circolari di 
raggio R, poste a distanza d, dove R e d sono espresse in me- 
tri (m). Viene applicata alle armature una differenza di poten-
ziale variabile nel tempo e inizialmente nulla.
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All’interno del condensatore si rileva la presenza di un campo magnetico .B  Trascurando gli effetti di bordo, 
a distanza r dall’asse di simmetria del condensatore, l’intensità di ,B  espressa in tesla (T), varia secondo la 
legge

t a
kt rB

2 2 3=
+^ h  con r R#

dove a e k sono costanti positive e t è il tempo trascorso dall’istante iniziale, espresso in secondi (s).

• Dopo aver determinato le unità di misura di a e k, spiegare perché nel condensatore è presente un campo 
magnetico anche in assenza di magneti e correnti di conduzione. Qual è la relazione tra le direzioni di B  
e del campo elettrico E  nei punti interni al condensatore?

• Si consideri, tra le armature, un piano perpendicolare all’asse di simmetria. Su tale piano, sia C la circon-
ferenza avente centro sull’asse e raggio r. Determinare la circuitazione di B  lungo C e da essa ricavare che 
il flusso di E , attraverso la superficie circolare delimitata da C, è dato da

E k r
t a a

2 1 1
0 0

2

2 2n f
r

U =
+

-
+^ ch m.  

Calcolare la d.d.p. tra le armature del condensatore.
A quale valore tende B  al trascorrere del tempo? Giustificare la risposta dal punto di vista fisico.

• Per a 02 , si consideri la funzione :f R R"  definita da ( )
( )

f t
t a

t
2 2 3=-
+

. Verificare che la funzione  

( )F t
t a a

1 1
2 2=
+

-  è la primitiva di f il cui grafico passa per l’origine.

Studiare la funzione F individuandone eventuali simmetrie, asintoti, estremi. Provare che F presenta due 

flessi nei punti di ascisse t a2
2!=  e determinare le pendenze delle rette tangenti al grafico di F in tali 

punti.

• Con le opportune motivazioni, dedurre il grafico di f da quello di F, specificando cosa rappresentano le 
ascisse dei punti di flesso di F per la funzione f. Calcolare l’area della regione compresa tra il grafico di f, 
l’asse delle ascisse e le rette parallele all’asse delle ordinate passanti per gli estremi della funzione. Fissato 
b 02 , calcolare il valore di 

b-
( )f t dt

by .

QUESTIONARIO

Una data funzione è esprimibile nella forma ,f x x d
p x
2=
+

^ ^h h  dove d R!  e p x^ h è un polinomio. Il grafico 

di f interseca l’asse x nei punti di ascisse 0 e 5
12  e ha come asintoti le rette di equazione ,x 3=  x 3= -  e 

.y 5=  Determinare i punti di massimo e di minimo relativi della funzione f.

È assegnata la funzione

g x x x x x x x xn

n

2 1

1

1010
3 5 7 2017 2019f= = + + + + + +-

=

^ h / .

Provare che esiste un solo x R0 !  tale che .g x 00 =^ h  Determinare inoltre il valore di

,lim
g x
1 1x x" 3+

^ h .

Tra tutti i parallelepipedi rettangoli a base quadrata, con superficie totale di area S, determinare quello per 
cui la somma delle lunghezze degli spigoli è minima.
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Dati i punti A(2; 0; -1) e B(-2; 2; 1), provare che il luogo geometrico dei punti P dello spazio, tali che 
,PA PB2=  è costituito da una superficie sferica S e scrivere la sua equazione cartesiana. Verificare che il 

punto T(-10; 8; 7) appartiene a S e determinare l’equazione del piano tangente in T a S.

Si lanciano 4 dadi con facce numerate da 1 a 6.

• Qual è la probabilità che la somma dei 4 numeri usciti non superi 5?

• Qual è la probabilità che il prodotto dei 4 numeri usciti sia multiplo di 3?

• Qual è la probabilità che il massimo numero uscito sia 4?

Una spira di rame, di resistenza , ,R 4 0 mX=  racchiude un’area di 30 cm2 ed è immersa in un campo magne-
tico uniforme, le cui linee di forza sono perpendicolari alla superficie della spira. La componente del campo 
magnetico perpendicolare alla superficie varia nel tempo come indicato in figura.
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 ■ Figura 3

Spiegare la relazione esistente tra la variazione del campo che induce la corrente e il verso della corrente 
indotta. Calcolare la corrente media che passa nella spira durante i seguenti intervalli di tempo:
a. da 0,0 ms a 3,0 ms; b. da 3,0 ms a 5,0 ms; c. da 5,0 ms a 10 ms.

In laboratorio si sta osservando il moto di una particella che si muove nel verso positivo dell’asse x di un 
sistema di riferimento a esso solidale. All’istante iniziale, la particella si trova nell’origine e in un intervallo 
di tempo di 2,0 ns percorre una distanza di 25 cm. Una navicella passa con velocità v = 0,80c lungo la dire-
zione x del laboratorio, nel verso positivo, e da essa si osserva il moto della stessa particella. Determinare le 
velocità medie della particella nei due sistemi di riferimento. Quale intervallo di tempo e quale distanza 
misurerebbe un osservatore posto sulla navicella?

Un protone penetra in una regione di spazio in cui è presente un campo magnetico uniforme di modulo 
, .B 1 00 mT=  Esso inizia a muoversi descrivendo una traiettoria a elica cilindrica, con passo costante 
,x 38 1D =  cm, ottenuta dalla composizione di un moto circolare uniforme di raggio r = 10,5 cm e di un moto 

rettilineo uniforme. Determinare il modulo del vettore velocità e l’angolo che esso forma con .B

Costanti fisiche

carica elementare e 1,602 $ 10-19 C
massa del protone mp 1,673 $ 10-27 kg
velocità della luce c 2,998 $ 108 m/s
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SOLUZIONE • SESSIONE ORDINARIA 2019

Liceo scientifico, opzione scienze applicate e indirizzo sportivo

In questo svolgimento usiamo una calcolatrice grafica Casio.  
Nel sito su.zanichelli.it/calcolatrice_esame trovi anche la versione con una calcolatrice grafica Texas Instruments.

PROBLEMA 1

• La funzione g(x) è il prodotto di una funzione polinomiale e una funzione esponenziale, quindi ha come 
dominio tutto R, è continua e derivabile indefinitamente per ogni valore di x reale e non ammette asin-
toti verticali.
Determiniamo l’andamento della funzione agli estremi del dominio, calcolando i limiti con il teorema di 
De l’Hospital:

( ) .lim lim limg x
e
ax b

x e
a

2 2
0

x x x x x x x2 22 2=
+

=
-

=
" " "! ! !3 3 3- -^ h

Essendo tale limite finito, l’asse x è asintoto orizzontale per la funzione g(x), che quindi non può tendere 
all’infinito per nessun valore di x.
Per determinare i punti di massimo e minimo calcoliamo la derivata prima della funzione:

.g x e eae ax b x ax a b x a b2 2 2 2 2x x x xx x 2 22 22 22
= + + - = - + - + +- --l̂ ^ ^ ^h h h h6 @

Il fattore esponenziale è sempre positivo, quindi il segno di g xl̂ h dipende unicamente dal fattore polino-
miale di secondo grado. Per stabilire il suo segno, calcoliamo il determinante dell’equazione associata:

.a b a a b a ab b a a b4 2 2 3 2 22 2 2 2 2D
= - + + = + + = + +^ ^ ^h h h

Poiché a 0!  per ipotesi, il ,4
D  esprimibile come somma di due quadrati, risulta una quantità necessa-

riamente positiva. L’equazione associata ammette quindi due soluzioni reali e distinte, corrispondenti alle 
ascisse dei punti di massimo e minimo relativi della funzione g(x), che sono anche punti di massimo e di 
minimo assoluti per le considerazioni precedenti.
Per determinare i valori di a e b richiesti, imponiamo il passaggio delle due funzioni per il punto A(2; 1):

.
f b

a
a b
a b

b a
g e a a

2
1 1

4 2 1
2

3 4 11
2 1 1 2 3 40 " ""

=

=

=

- + =

+

= - -=

= = + -

^
^ ^
h
h h( ( ' '

Con la calcolatrice grafica

Ricorriamo all’ambiente Equation per risolvere il sistema. 
Scegliamo il numero di incognite e inseriamo i coefficienti delle due equazioni. Risolviamo il sistema digitando 
F1 (Solve) e otteniamo i valori di a, b e c.
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• Le funzioni da considerare d’ora in avanti sono:

,f x x x 12= - -^ h
.g x ex 1 x x2 2

= - -^ ^h h
Il grafico della funzione f(x) rappresenta una parabola che volge la concavità verso l’alto e ha il vertice in 

; .V 2
1

4
5

-` j  Il grafico della funzione interseca l’asse x nei punti ;C 2
1 5 0-a k e ;D 2

1 5 0+a k e l’asse 
y nel punto B(0; -1).
Come già osservato al punto precedente, la funzione g(x) è continua in R e ,lim xg 0

x
=

"!3
^ h  quindi y = 0 

è asintoto orizzontale per g.
Determiniamo i punti di intersezione fra il grafico di g(x) e gli assi:

; ;
x
y B

0
1 0 1"

=

= -
-^ h(

.;e
y
y x

y
x E1

0
1

0
1 0x x2 2 " "

=

=

=

=- -^ ^h h( '

Il segno della funzione g(x) dipende solo dal segno del fattore polinomiale, quindi è positiva per x 2 1.
Sfruttando il calcolo della derivata svolto nel punto precedente, otteniamo:

.g x x x e2 4 1 x x2 2 2
= - + - -l̂ ^h h

Studiamo il segno di ,g xl̂ h  che dipende da quello del fattore 
polinomiale:

.x x x2 4 1 0 2
2 2

2
2 22 "2 1 1- + -

- +

I punti di minimo e di massimo assoluti hanno coordinate 
rispettivamente:

; ,M e
2

2 2
2
2

1
-

-a k  ; .M e
2

2 2
2
2

2
+a k

Calcoliamo la derivata seconda di g(x):

.g x ex x x2 2 6 3 1 x x23 2 2
= - + + -m̂ ^h h

Osserviamo che ,g 1 0=m̂ h  quindi il polinomio cubico è divisibile per (x - 1). Applicando la regola di 
Ruffini otteniamo:

.g x x ex x2 1 2 4 1 x x22 2
= - - - -m̂ ^ ^h h h

Studiamo il segno di ,g xm̂ h  che dipende da quello dei fattori polinomiali:

.x x x x x1 2 4 1 0 2
2 6 1 2

2 62 " 02 1 1 2- - -
- +^ ^h h

 ■ Figura 5
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I punti di flesso della funzione g hanno coordinate:

; ,F e
e

2
2 6

2
6

1
-

-a k  ; ,F 1 02^ h  ; .F e
e

2
2 6

2
6

3
+a k

Osserviamo che i punti estremanti M1 e M2 della funzione g sono simmetrici rispetto al punto F2(1; 0), 
così come i punti F1 e F3. Questo suggerisce che il grafico di g(x) risulti simmetrico rispetto a F2. Verifi-
chiamolo analiticamente.
Le equazioni della simmetria di centro F2(1; 0) sono:

.
x x
y y y

x x
y

2 2
"

= - +

= -

= -

= -

l

l

l

l
( (

Se le applichiamo alla funzione y = g(x) ricaviamo:

y x e y x e y x e2 1 1 1x x x x x x x2 2 2 4 2 4 4 22 2 2
" "- = - - - = - + = -- - - - - - + -l l l l l ll l l l l l l^ ^ ^^ ^h h hh h

che coincide con y = g(x).

Per verificare la tangenza dei grafici di f e g nel punto B(0; -1), osserviamo che entrambi i grafici inter-
secano l’asse y nel punto B come trovato in precedenza. Calcoliamo i valori delle derivate delle due fun-
zioni nel punto B.

;f x fx 02 1 1"= - = -l l^ ^h h
.g x e gx x 02 4 1 1x x22 2

"= - + - = --l l^ ^ ^h h h
Quindi il punto B è di tangenza per f(x) e g(x) e 
l’equazione della tangente comune è y = -x -1.
Disegniamo in un unico diagramma cartesiano 
i grafici probabili di f e g. Ricordiamo che, per 
quanto visto al primo punto, i due grafici si 
intersecano anche in A(2; 1).

Determiniamo l’area della regione piana S deli-
mitata dai grafici di f e g calcolando l’integrale 
definito:

g x f x dx x e x x dx1 1x x
0

2 2 2
0

2 2
- = - - + + =-^ ^ ^h h h6 7@ Ay y

.e x x x2
1

3 2 2
1

3
8 2 2 2

1
3
4x x2

3 2

0

2
2

- - + + = - - + + + =-: D

Con la calcolatrice grafica

Possiamo disegnare il grafico delle funzioni f(x) e g(x).
Per visualizzare le intersezioni con gli assi, le coordinate dei punti di minimo e massimo relativo e le 
intersezioni tra le due curve premiamo F5 (G-SOLV). Disegniamo i due grafici nella stessa schemata per 
determinare le intersezioni.

y

O x2

A

y = f(x)

y = g(x)

y = –x – 1

1

–1

1

B
M1

M2

S

 ■ Figura 6
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Possiamo calcolare il valore dell’integrale definito compreso 
tra le due curve scrivendo in Graphs la funzione g(x) - f(x) 
come Y2 - Y1 e usando in sequenza i comandi F5 (G-SOLV), 
F6 e F1 e poi impostando gli estremi di integrazione.

• Per il calcolo della circuitazione BC^ h del campo magnetico generato dalle correnti i1, i2 e i3 lungo il 
contorno c di S, utilizziamo il teorema della circuitazione di Ampère:

B ik
k

0nC =c^ h /
dove la sommatoria è estesa alle sole correnti concatenate alla curva c, cioè quelle che attraversano la 
superficie S.
Verifichiamo quali, tra le tre correnti, risultano concatenate a c. Osservando il grafico di f e di g, occorre 
calcolare le ordinate delle funzioni per x 2

3
=  e confrontarle con le ordinate dei punti proposti.

, ;g e
2
3

2 1 06
34

-=` j  , .f 2
3

4
1 0 25= - = -` j

Poiché g 2
3 12` j  e f 2

3
2
12-` j , le correnti concatenate a c sono solo i1 e i2.

Con la calcolatrice grafica

Nell’ambiente Geometry disegna i grafici di f(x) e g(x) e i punti 
P1, P2 e P3. Dal grafico risulta che il punto P3 è esterno alla 
regione S.

Per stabilire i segni delle correnti, stabiliamo un’orientazione per c e la supponiamo antioraria.
In questo modo, la corrente i1 entrante risulta negativa. La formula per la circuitazione del campo magne-
tico diventa:

,B i2 00 2nC = - +c^ ^h h.
Se il verso di i2 è entrante, oppure uscente con 0 A 1 i2 1 2,0 A, la circuitazione è negativa.
Se il verso di i2 è uscente e vale 2,0 A, la circuitazione è nulla.
Se il verso di i2 è uscente e maggiore di 2,0 A, la circuitazione è positiva.

• Facendo ruotare la spira intorno all’asse x si genera una forza elettromotrice indotta, il cui valore si può 
calcolare utilizzando la legge di Faraday-Neumann-Lenz:

d
dt

Bfem SU= -
^ h

dove, se assumiamo che a t = 0 la spira giaccia nel piano xy:

.cosBS tBS ~U =^ ^h h
Calcoliamo:

.
cos

sindt t
d BS t

BSfem ~ ~
~

= - =
^ ^h h6 @
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Il suo valore massimo si ottiene se ,sin t 1~ =^ h  per cui femmax = BS~.
Sapendo che imax = 5,0 mA e R = 0,20 X, per la prima legge di Ohm:

femmax = imax R

da cui

femmax = 1,0 $ 10-3 V.

Tenendo conto che B = 1,5 $ 10-2 T e che ,S 3
4 m2=  si ha:

,
, ,BS 1 5 10 3

4
1 0 10 0 050fem

T m
V rad/s.max

2 2

3

$

$
~ = = =

-

-

^ `h j

PROBLEMA 2

• L’unità di misura di a è il secondo, per garantire la consistenza delle unità di misura nella somma t2 + a2.
Sostituiamo le unità di misura nell’espressione di B, indicando con x quella di k:

s s
T x s m T s

x s m
s

x m
2 2 3 3 2"
$

$
$ $ $

=
+

= =^ h
e quindi l’unità di misura di k è .m

T s2$

La differenza di potenziale variabile produce, tra le piastre del condensatore, un campo elettrico variabile 
il quale, a sua volta, genera un campo magnetico in accordo con il teorema di Ampère-Maxwell per la 
circuitazione BC^ h del campo magnetico. Nella regione compresa tra le armature, il teorema assume la 
seguente forma:

E
dt

dB 0 0n fC
U

=^ ^h h

dove il termine al secondo membro è anche noto come corrente di spostamento is.

La direzione del campo elettrico E  all’interno del condensatore è quella dell’asse di simmetria, che indi-
chiamo con .xV  Le linee del campo magnetico generato dalla corrente di spostamento sono linee circolari 
concentriche, con centro sull’asse di simmetria, e giacciono su piani paralleli alle armature e perpendico-
lari all’asse di simmetria. Pertanto E  e B  sono perpendicolari in ogni punto.

• Sui punti della circonferenza C il campo magnetico ha modulo costante ed è tangente in ogni punto alla 
circonferenza. Pertanto la circuitazione di C vale:

.rB
t a

kt rB 2 2
2 2 3

2r
r

C = =
+

^ ^h h
Dal teorema di Ampère-Maxwell ricaviamo:

,d
t a

t
dt

E krB 2
0 0 2 2 3

2

0 0
$n f

r
n f

U C
=

+
=

^ ^
^

h h
h

pertanto:

.E kr
t a

t dt kr
t a

t dt kr
t a

c2 2 2 1
0 0

2

2 2 3 0 0

2

2 2 3 0 0

2

2 2$n f
r

n f
r

n f
r

U =
+

=
+

= -
+

+^ d ^ ^ ch h n h my y
Poiché all’istante iniziale t = 0 la d.d.p. tra le armature è nulla, dev’essere nullo anche il campo elettrico 

.E  Questa condizione consente di trovare il valore della costante di integrazione c:

.E
t a

c a c c a0 0 1 0 11
t

2 2
0

" " "U = -
+

+ = - + = =
=t 0=

^ h ; E
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Quindi:

.E
t a a

kr 12 1
2 20 0

2

n f
r

U
+

= - +^ ch m

Riscriviamo l’espressione del campo elettrico sfruttando la definizione del suo flusso attraverso la super-
ficie delimitata dalla circonferenza C, di area :S r2r=

.E ES E r kr
t a a E r

t a
E k

a
2 1 1 12 12

0 0

2

2 2
2

0 0 2 2" "r n f
r

r n fU = = -
+

+
+

= = -^ c ch m m

Troviamo ora l’espressione della d.d.p.:

.k
a t a

V Ed d2 1 1
0 0 2 2n fD -

+
= = c m

Calcoliamo il limite di B  per :t " 3+

,lim lim
t a

t
t a

tk r kr 0
tt 2 2 3 2 2 3+ +

= =
" "3 3++ ^ ^h h

in quanto il numeratore della frazione è un infinito di ordine 1, mentre il denominatore si comporta come 
t2 3^ h  e quindi è un infinito di ordine 3.

L’analisi dal punto di vista fisico è concorde con il risultato ottenuto: infatti la differenza di potenziale 
,VD  al trascorrere del tempo, tende a un valore costante dato da:

,lim limV kd
a t a

k
a
d2 1 1 2

t t 0 0 2 2 0 0
$n f n fD = -

+
=

" "3 3+ +
c m

per cui anche il campo elettrico tende a un valore costante e la corrente di spostamento is tende a zero.

• Entrambe le funzioni F(t) e f(t) sono continue e derivabili in R. Deriviamo F(t) rispetto a t, supponendo 
a 2 0:

.dt
d F t dt

d t a t a t
t a

t f t2
1 22 2 2

1
2 2 2

2 2 3

3

= + = - + = -
+

=
- -^ ^ ^ ^ ^h h h h h

Quindi F(t) è una primitiva di f(t). Inoltre il suo grafico passa per l’origine, in quanto:

.F
a a a a0 1 1 1 1 02= - = - =^ h

Studiamo la funzione F(t).
– Dominio: .t R!
–  Segno: dal momento che ,t a a a2 2 2$+ =  risulta ,

t a a
1 1 02 2 #
+

-  quindi F(t) è ovunque nega-
tiva o nulla.

– Simmetrie: F(t) è una funzione pari. Infatti:

( ) .F t
t a a t a a F t1 1 1 1

2 2 2 2- =
- +

- =
+

- =^ ^h h
Il suo grafico, quindi, è simmetrico rispetto all’asse y.

– Limiti:

( ) .lim limF t
t a a a

1 1 1
t t 2 2=

+
- =-

" "! !3 3
c m

Il grafico della funzione ammette quindi la retta di equazione y a
1

=-  come asintoto orizzontale, sia 
destro sia sinistro.

–  Studiamo il segno della derivata di F(t) per determinare dove F(t) è crescente e dove è decrescente e 
per determinare i suoi punti stazionari.



10
© Zanichelli Editore, 2019

Poiché ,( ) ( )F ft t=l  basta studiare il segno di f(t):

( )f t
t a

t t0 0
2 2 3 "2 1=-
+^ h

perché il denominatore è positivo per ogni .t R!

 ■ Figura 7

f(t)

F(t)

0

0+ –

max

Quindi F(t) ha un punto di massimo nell’origine O(0; 0).
Per trovare i punti di flesso di F(t) calcoliamo la sua derivata seconda, cioè la derivata prima di f(t):

( ) ( )F t f t dt
d t t a t a t t t a2

3 22 2 2 2 2 2
3 2 2 2

53
= = - + = - + + - + =- - -m l ^ ^ ` ^ ^h h j h h8 :B D

.t a t a t t a a t
t a
t a3 2 22 2 2

5 2 2 2 2 2 2
5 2 2

2 2 5

2 2
- + + - = - + - =

+

-- -^ ^ ^ ^ ^h h h h h6 @

La derivata seconda ( )F tm  si annulla in .t a a
2 2

2
! != =

Studiamo la concavità di F(t):

.( )F t at 0 2 02 2"2 2-m

F''(t)

F(t)

0 – ++ 0

2– — a a
2

2—
2

flesso flesso  ■ Figura 8

I punti di ascissa a2
2

!  risultano dunque punti di flesso per la funzione F.

I due punti sono simmetrici rispetto all’asse y e quindi hanno la stessa ordinata:

y y F a

aa a a a2
2

1 1

2
3
1 1

1 2
2

2 2
!= = =

+
- = - =a k

 .a a a a a3
2 1 1 1

3
2 1

3
2 3

3
6 3

- = - =
-

=
-a k

Quindi i punti di flesso hanno coordinate:

,;F a a
2

2 3
6 3

1 -
-a k  ; .F a a2

2
3
6 3

2
-a k

Le equazioni delle rette r e s tangenti al grafico di F nei punti di flesso F1 e F2 sono date da
: tr y y f t tF FF 1 11- = -^ ^h h
: y y f t t ts F F F2 2 2- = -^ ^h h

le cui pendenze sono:

f t
a a

a

a

a
a

a a a
2
1

2
2

2
3
2
2

2
2

2
3

2
3

1
2
2

3
2

3
2 1

9
2 3 1

F
2 2

3
2

3 3
2 21 $ $ $ $ $=-

+

-
= = = =^

` `
h

j j
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e, per simmetria:

.f t a9
2 3 1

F 22 $=-^ h
Disegniamo il grafico probabile di F(t), tracciando anche l’asintoto e le rette tangenti nei punti di flesso.

F(t)

y

O t

rs

– —1a

2a– —
2

2—a
2

F1 F2

 ■ Figura 9

• Le ascisse tF1 e tF2  dei punti di flesso di F soddisfano la condizione ,F t F t 0F F1 2= =m m^ ^h h  cioè  
;t f tf 0F F1 2= =l l^ ^h h  quindi tali ascisse sono le ascisse dei punti stazionari di f(t). Riportiamo nel 

seguente schema i segni di f(t) e ( ) .f tl

f(t)

f'(t) 0

+ −+

−

−

−

0

++

2– — a a
2

2—
20

0

 ■ Figura 10

Per dedurre il grafico di f(t) da quello di F(t), notiamo le seguenti proprietà.
– F(t) è strettamente crescente per ] ; [,t 03! -  quindi f(t) è positiva per ] ; [.t 03! -
– F(t) è strettamente decrescente per ] [,;t 0 3! +  quindi f(t) è negativa per ] ; [.t 0 3! +
– Il punto di massimo di F(t) coincide con lo zero di f(t).
–  I punti di flesso del grafico di F(t) corrispondono a punti stazionari di f(t). In particolare in t a2

2
F1 = -  

la funzione f(t) ha un massimo relativo e in t a2
2

F2 =  la funzione f(t) ha un minimo relativo.
– Inoltre la funzione F(t) tende a un valore finito per ,t "!3  quindi f(t) tende a 0 per :t "!3

( ) .lim f t 0
t

=
"!3

– Infine la funzione F(t) è pari, quindi f(t) è dispari e il suo grafico è simmetrico rispetto all’origine.
Disegniamo il grafico probabile di f(t).

f(t)

y

O t

2—a
2

2– —a
2

 ■ Figura 11

Poiché f(t) è dispari, ogni integrale della forma

( ) ,f t dt
b

b

-
y

con ,b 02  è nullo.
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L’area della regione compresa tra l’asse delle ascisse, la retta di equazione t a2
2

= -  e il grafico della 
funzione f(t) è:

.( )A f dt F F a y a at 0 2
2 0 3

3 6 1 1 3
6

F
a2

2

0
1= = - - = - =

-
= -

-
^ a ah k ky

Poiché la funzione f(t) è simmetrica rispetto all’origine, l’area Al della superficie compresa tra il grafico 

di f, l’asse delle ascisse e le rette di equazione t a2
2

= -  e t a2
2

=  è pari al doppio dell’area appena 
calcolata:

.A A a2 2 1 3
6

= = -l a k
y

O t
2–
2

a–

2–
2

a

f(t)

 ■ Figura 12

Con la calcolatrice grafica

Usiamo l’ambiente Dyna Graph per disegnare la funzione f(t). Per visualizzare le principali caratteristiche 
comuni al variare di a usiamo il comando F3 (VAR) per impostare con SET i valori con cui far variare a. 
Al variare del parametro a il grafico conserva la sua simmetria rispetto all’origine degli assi. Pertanto, la sua 
primitiva è una funzione simmetrica rispetto all’asse delle ordinate.

  

Nell’ambiente Graph disegniamo la funzione F(t) per a = 1.
Possiamo scrivere la funzione con il parametro e poi impostarne 
il valore. Possiamo determinare i punti di flesso di F(t) 
determinando i punti di minimo e massimo relativi di f(t). Per 
farlo, usiamo il comando F5 (G-SOLV) e poi F2 (MAX) e  
F3 (MIN). Per determinare le ordinate dei punti di flesso 
digitiamo in successione F5 (G-SOLV), F6 e F1 (Y-CAL).

Possiamo anche calcolare l’area della regione di piano compresa 
tra il grafico di f(t), l’asse delle ascisse e le rette parallele all’asse 
delle ordinate passanti per gli estremi della funzione.
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QUESTIONARIO

La funzione f(x) interseca l’asse delle ascisse in x 00 =  e in ,x 5
12

1 =  quindi .f f0 05
12

==^ `h j
Pertanto il polinomio p(x) si fattorizza nella forma ,p x x x q x5

12
= -^ ` ^h j h  con q(x) polinomio.

Il fatto che le rette di equazioni x = -3 e x = 3 siano asintoti verticali per la funzione implica che il denomi-
natore di f(x) si annulli per x = -3 e x = 3, quindi deve essere:

.x d x x x d x3 3 92 2 2"+ = + - + = -^ ^h h
Inoltre la retta di equazione y = 5 è asintoto orizzontale per il grafico della funzione, quindi:

.lim lim lim limf x x
x x q x

x x

x x q x
q x5 9

5
12

1 9
1 5

12
5 5

x x x x2 2
2

2

" "=
-

-
=

-

-
= =

" " " "! ! ! !3 3 3 3
^

` ^ `
a

^
^h

j h j
k
h

h

Poiché q(x) è un polinomio, deve essere necessariamente un polinomio costante e quindi è q(x) = 5.
La funzione assegnata ha quindi espressione analitica:

.f x x
x x

x
x x

9
5 5

12

9
5 12

2 2

2
=

-

-
=

-
-^

`
h

j

La funzione è definita in { , },3 3R - -  continua e derivabile nel suo dominio.
Determiniamo i punti di minimo e massimo relativi mediante lo studio della derivata prima:

f x x
x x x x x

x
x x

x
x x

9
10 12 9 5 12 2

9
12 90 108

9
6 2 15 18

2 2

2 2

2 2

2

2 2

2$
=

-

- - - -
=

-
- +

=
-

- +
l̂

^ ^
^

^ ^
^

^
^h h h

h
h h

h h
h

che ha lo stesso dominio di f(x).
Il polinomio al numeratore si scompone in x x x x2 15 18 6 2 32 - + = - -^ ^h h e la derivata prima ha 
espressione

.f x x
x x

9
6 6 2 3

2 2=
-

- -
l̂

^
^
^h h
h
h

Poiché il denominatore x 92 2-^ h  è sempre positi-
vo nel dominio { , },3 3R - -  per studiare il segno 
di f xl̂ h possiamo limitarci a studiare il segno del 
numeratore.
Costruiamo il quadro dei segni.
Ne deduciamo che la funzione presenta un punto 
di minimo relativo in x = 6 e un punto di massimo 
relativo in .x 2

3
=

Calcoliamo le ordinate corrispondenti: f 2
3 1=` j  e .f 6 4=^ h

Con la calcolatrice grafica

Disegniamo il grafico della funzione f(x) e individuiamo le 
principali caratteristiche della funzione.

1

–

+ + –

x – 6

f'(x)

f(x)

– 0

0 +

+

massimo
relativo

minimo
relativo

–3 3 6

–

– +–2x – 3 0

0

+

–

–

+

—3
2

∃ ∃

 ■ Figura 13
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Riscriviamo la funzione g(x):

.g x x x x x x x x x x1n

n

2 1 3 5 2019 2 4 2018

1

1010
f f= = + + + + = + + + +-

=

^ ^h h/

Risolviamo l’equazione:

.g x x x x x x x x x0 1 0 0 1 02 4 2018 2 4 2018" " 0f f= + + + + = = + + + + =^ ^h h
La prima equazione ha come unica soluzione 0, mentre la seconda equazione è impossibile, poiché 

x x x1 02 4 2018f 2+ + + +  per ogni ,x R!  in quanto somma di quadrati. Quindi esiste ed è unico x0 tale 
che g x 00 =^ h  e in particolare .x 00 =
Determiniamo il valore di:

,, .lim lim xg x x x x
1 1

1

1 1
1 1 1

x x xx
4

2019
2 2018f+

=
+ + +

" "3 3++

^ ah k

Al numeratore x x x1 1 1 1
2 4 2018f+ + + +  tende a 1 per x " 3+  e quindi:

, , .
x x x x x

1 1
1 1 1 1

1 1x x

2019
2 4 2018 2019f

+
+ + + +a k

Per la gerarchia degli infiniti, xb  è un infinito di ordine inferiore rispetto a bx quando x " 3+  per ogni  
02b  e ,b 12  quindi:

, .lim x
1 1 0

x x

2019
=

" 3+

Consideriamo un parallelepipedo rettangolo a base quadrata e indichiamo con l lo spigolo della base qua-
drata e con h l’altezza (l, h 2 0).

h

ℓ

ℓ

 ■ Figura 14

L’area della superficie totale vale: .S l lh2 42= +
Vogliamo rendere minima la somma delle lunghezze degli spigoli: .L l h l h8 4 4 2= + = +^ h  I valori di l e h 
che rendono minima la funzione L sono gli stessi che minimizzano la funzione ,A l h2= +  data dalla somma 
delle tre dimensioni.
Da S l lh2 42= +  è possibile ricavare .h l

S l
4

2 2
=

-  Poiché l e h sono positivi, troviamo la limitazione:

.l
S l S l l S

4
2 0 2 0 0 2

22
2" "2 2 1 1-

-

Sostituiamo in A l’espressione ottenuta per h:

.( )A A l h l l
S l

l
l Sl 2 2 4

2
4

62 2
= = + = +

-
=

+

2

3
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Calcoliamo la derivata prima:

( ) .A l
l l l S

l
l Sl 16

12 4 6 4
4

6
2

2

2

2$ $
=

- +
=

-l
^ h

Troviamo gli zeri della derivata e studiamo il segno, tenendo conto della limitazione su l:

;( )A l
l S l S Sl 0 4

6 0 6 6
6

2

2
" "=

-
= = =l

.( )A l
l S l S l Sl 0 4

6 0 6 0 6
6

2

2
2" " "2 2 2 2-
-l

Compiliamo il quadro dei segni, sempre tenendo conto delle limitazioni.

Dunque l S
6
6

=  è punto di minimo per la funzione A(l) e soddisfa le limi-
tazioni su l.

L’altezza del parallelepipedo vale in questo caso:

.h l
S l

S
S S

S
4

2

4 6

2 6
6
62 $

=
-

=
-

=

Quindi il parallelepipedo a base quadrata la cui somma delle lunghezze degli spigoli è minima è in realtà un 
cubo; la somma delle lunghezze degli spigoli vale .S S12 6

6 2 6$ =

Con la calcolatrice grafica

Rappresentiamo graficamente la funzione A(l) per un valore definito di S, per esempio S = 24.

  

Un punto generico P dello spazio ha coordinate P(x; y; z).
La sua distanza dai punti A(2; 0; -1) e B(-2; 2; 1) è:

,PA x y z2 0 12 2 2= - + - + +^ ^ ^h h h  .P x y zB 2 122 2 2= + - ++ -^ ^ ^h h h
Imponiamo la condizione ,PA PB2 $=  equivalente a :BPA P22 2=

.x y zy z x2 120 1 2 2 2 22 2 2 2- - + -+ - + + = + +^ ^ ^ ^ ^ ^h h h h h h6 @
Sviluppando i calcoli si ottiene l’equazione

x y z x y z12 8 6 13 02 2 2+ + + - - + =

che è l’equazione di una superficie sferica S di centro

; ; ; ; ; ;C a b c C C2 2 2 2
12

2
8

2
6 6 4 3" "- - - - -

-
-

-
-a ` ^k j h

e raggio

, .r a b c d4 4 4 4
12

4
8

4
6

13 48 4 3 6 93
2 2 2 2 2 2

-= + + - = +
-

+
-

- = =
^ ^h h

A'(ℓ) – +0

—
60

min

6S —
2
2S

 ■ Figura 15

4
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Verifichiamo che il punto T(-10; 8; 7) appartiene alla superficie S mostrando che le sue coordinate
soddisfano l’equazione della superficie:

10 8 7 12 10 8 8 6 7 13 02 2 2 "$ $ $- + + + - - - + =^ ^h h
100 64 49 120 64 42 13 0 0 0"+ + - - - + = = Vero.

Il vettore ,CT  che rappresenta il raggio della superficie sferica passante per T, ha componenti:

; ; ; ; ; ; .x x y y z zCT CT CT10 6 8 4 7 3 4 4 4T C T C T C " "- - - - + - - -^ ^ ^h h h
Il piano a passante per T e tangente alla superficie S è lo stesso piano passante per T e perpendicolare a .CT  
Se indichiamo con ; ;r r rx y z^ h le componenti di ,CT  troviamo:

: r x x ry y z zr 0x T T Tzy "a - - + -+ =^ ^ ^h h h
x y z x y z4 10 4 8 4 7 0 4 40 4 32 4 28 0" "- + + - + - = - - + - + - =^ ^ ^h h h

.x y z x y z4 4 4 100 0 25 0"- + + - = - - + =

Con la calcolatrice grafica

Possiamo verificare graficamente i risultati trovati nell’ambiente 3D Graph disegnando la sfera di raggio 4 3  
e centro C(-6; 4; 3), il piano di equazione x - y - z + 25 = 0 e il vettore di componenti (-4; 4; 4) applicato 
al centro C.

  

Stabiliamo innanzitutto il numero di casi possibili nel lancio di 4 dadi con facce numerate da 1 a 6: esso è 
64 = 1296.

• Calcoliamo la probabilità che la somma dei 4 numeri usciti non superi 5. Ciò equivale a richiedere che 
la somma dei numeri usciti sia 4 (che avviene nell’unico caso in cui le uscite sono tutte 1), oppure che 
la somma dei numeri usciti sia 5 (che avviene se tre numeri sono 1 e un numero è 2). Per quest’ultima 
eventualità ci sono 4 casi possibili: (1; 1; 1; 2); (1; 1; 2; 1), (1; 2; 1; 1) e (2; 1; 1; 1). Quindi la probabilità che 
la somma dei 4 numeri usciti non superi 5 è uguale a .1296

5

• Calcoliamo la probabilità dell’evento E = «Il prodotto dei 4 numeri usciti è multiplo di 3». Ciò equivale 
a richiedere che almeno uno dei numeri usciti sia 3 oppure 6.
Possiamo usare la probabilità dell’evento contrario E  = «Il prodotto dei 4 numeri usciti non è multiplo 
di 3», che è equivalente a richiedere che non escano mai né il 3 né il 6. In tal caso i possibili esiti favorevoli 
per ogni dado sono 4 (infatti sono favorevoli le uscite 1, 2, 4 e 5) e perciò la probabilità richiesta è  
uguale a:

.p E p E1 1 1296
4 1 1296

256
1296
1040

81
654

= - = - = - = =^ ^h h

• Calcoliamo la probabilità dell’evento E = «Il massimo numero uscito è 4». Ciò equivale a richiedere che 
almeno un numero sia 4 e che nessun dei restanti sia 5 oppure 6.
Per calcolare ,p E^ h  consideriamo prima di tutto l’evento E1 = «I numeri usciti sono tutti minori o uguali 
a 4»: in questo caso abbiamo 44 = 256 possibilità e, ragionando nello stesso modo, 34 = 81 è il numero dei 
casi per l’evento E2 = «I numeri usciti sono tutti minori o uguali a 3».
Osserviamo che E E2 11  e che l’evento E è equivalente all’evento E1 - E2. Infatti il numero di casi favore-
voli dell’evento E di cui si vuole calcolare la probabilità corrisponde a stabilire quante tra le 256 possibilità 

5
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di numeri usciti minori o uguali a 4 presentano almeno un 4, escludendo quindi tutti i casi in cui tutti i 
numeri siano minori o uguali a 3. Il numero di casi favorevoli dell’evento E è uguale quindi alla differenza 
256 - 81 = 175. In conclusione, la probabilità richiesta è .p E 1296

175
=^ h

Il terzo punto si può risolvere anche, in alternativa, esprimendo la probabilità cercata come somma delle 
probabilità dei seguenti eventi incompatibili:
1. Escono tutti 4:

.p 6
1

6
1

1
4

4= =` j
2. Escono tre 4 e un numero minore di 4 (1, 2 o 3):

.p 61
4 3

6
1

6
3 4 42

3 1
$= =` ` `j j j

3. Escono due 4 e due numeri minori di 4 (1, 2 o 3):

.p 4
6
1

6
3

6
3

2 6 43
2 2 2

$= =` ` `j j j
4. Escono un 4 e tre numeri minori di 4 (1, 2 o 3):

.p 4
6
1

6
3

6
3

3 4 44
1 3 3

$= =` ` `j j j
Dunque:

.p E p p p p 46
1 4 6

3 6 6
3

6
3

1296
1 12 54 108

1296
175

1 2 3 4 4 4 4

2

4

3
$ $ $+= + + + = + + =

+ + +
=^ h

Con la calcolatrice grafica

Nell’ambiente Run-Matrix possiamo eseguire più rapidamente 
alcuni dei calcoli necessari, usando il comando F3(nCr) per il 
calcolo delle combinazioni.

In un sistema di riferimento cartesiano Oxyz supponiamo che il campo magnetico B  sia diretto lungo z, e 
quindi la spira giaccia nel piano Oxy. Poiché la superficie della spira non varia, la variazione BDU^ h del 
flusso di B  attraverso di essa è determinata dalla variazione della componente Bz del campo magnetico 
lungo l’asse z. Per la legge di Faraday-Neumann la variazione di flusso nel tempo provoca una corrente 
indotta nella spira. Detta R la resistenza della spira, la legge per l’intensità media i della corrente indotta è 
la seguente:

,i R t
B1

$
DU
D

= -
^ h

in cui il segno meno esprime la legge di Lenz che determina il 
verso della corrente.
Ci sono due casi possibili:

• Bz diminuisce (intervalli da 0,0 ms a 3,0 ms e da 5,0 ms a 
10,0 ms) e i scorre in senso antiorario, come in figura. Così 
la corrente indotta i genera un campo magnetico parallelo e 
concorde con l’asse z, che contrasta la variazione (negativa) 
di Bz.

6

z

y

x

∆Bz

i

i

O

 ■ Figura 16
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• Bz aumenta (intervallo da 3,0 ms a 5,0 ms) e i scorre in 
senso orario, come nella figura a fianco. Così la corrente 
indotta i genera un campo magnetico parallelo e discor-
de rispetto all’asse z, che contrasta la variazione (positi-
va) di Bz.

Calcoliamo la corrente indotta media nei tre casi richiesti.
a. Dal grafico fornito nel testo del quesito vediamo che all’in-

tervallo di tempo , , ,t 3 0 0 0 3 0 10ms s3$D = - = -^ h  corri-
sponde la seguente variazione di Bz:

, , , .B 0 20 0 00 2 0 10mT Tz
4$D = - - = - -^ h

La corrispondente variazione di flusso è il prodotto di BzD  per l’area ,A 30 3 0 10cm m2 3 2$= = -  della 
superficie della spira:

, , , .A BB 3 0 10 2 0 10 6 0 10m T Wbz
3 2 4 7$ $ $DU D= = - = -- - -^ ^ ^h h h

Dalla legge di Faraday-Neumann, con , , ,R 4 0 4 0 10m 3$X X= = -  otteniamo quindi:

., ,
, ,i R t

B1
10 104 0 10

1
3 0
6 0 10 5 0s AWb

30
2

3

7
$

$
$

$
$DU

D X
= - = -

-
=-

-
-

-^ ch m

Procediamo in modo simile per gli altri due casi.

b. , , ,t 5 0 3 0 2 0 10ms s3$D = - = -^ h
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Indichiamo con S il sistema di riferimento del laboratorio e con (x; t) le sue coordinate spazio-temporali. 
Indichiamo con Sl il sistema di riferimento solidale con la navicella, e con ;x tl l^ h le sue coordinate 
spazio-temporali.
Le due osservazioni della particella in S sono eventi di coordinate:
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Assumendo che S e Sl coincidano a ,t t 0= =l  gli stessi eventi, nel sistema ,Sl  hanno coordinate iniziali:
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La velocità media della particella nel sistema S è:

,
, .v t t

x x
2 0 10

0 25
s

m
m

2 1
2 1

9$
= -

-
= -

Moltipicando e dividendo per c otteniamo:
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Componiamo relativisticamente vm  con la velocità ,v c c0 80 5
4

= =  di Sl rispetto a S e otteniamo la velocità 
media vml  della particella in :Sl
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Il coefficiente di dilatazione per passare da S a Sl è:
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Usiamo le trasformazioni di Lorentz per trovare x2l  e :t2l
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La distanza e l’intervallo di tempo misurati in Sl sono quindi:
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Notiamo che non è corretto applicare tra S e Sl le formule della dilatazione dei tempi e della contrazione 
delle lunghezze. Infatti in nessuno dei due sistemi di riferimento i due eventi hanno luogo nello stesso punto, 
né sono simultanei.

La velocità v  del protone è la somma di un vettore v'  parallelo al campo magnetico B  e di un vettore v=  a 
esso perpendicolare.
La componente circolare del moto è determinata dalla forza di Lorentz ,F ev B#=  il cui modulo è .F ev B= =  

La forza di Lorentz è una forza centripeta e, per la seconda legge di Newton, 
v

,F m rp

2

= =  con r raggio del moto.

Vale quindi la seguente uguaglianza: 
v

.ev B m rp

2
==

=  Da essa ricaviamo:

.v m
reB

p
==

Il periodo della componente circolare del moto è .T v
r

eB
m2 2 pr r

= =
=

Il passo dell’elica, cioè lo spostamento compiuto dal protone nella direzione del campo magnetico nel tempo 
T, è .x v TD = '

Ricaviamo v'  da questa equazione e sostituiamo l’espressione di T:

.v T
x

m
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D D

= ='

Ora che abbiamo espresso le due componenti della velocità v  in funzione delle grandezze note, possiamo 
calcolare il modulo di :v
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2 2 2

2
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Sostituendo i dati otteniamo:
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L’angolo a formato dai vettori B  e v  è:
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