PROVA D’ESAME * SESSIONE ORDINARIA 2017

Liceo scientifico e opzione scienze applicate

Lo studente deve svolgere uno dei due problemi e rispondere a 5 quesiti del questionario.

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito l'uso di calcolatrici scientifiche e/o grafiche purché non siano dotate di capacita di calcolo
simbolico (O.M. n. 257 Art. 18 comma 8).

PROBLEMA 1

Si puod pedalare agevolmente su una bicicletta a ruote quadrate? A New York, al MoMath-Museum of
Mathematics si puo fare, in uno dei padiglioni dedicati al divertimento matematico. E pero necessario che
il profilo della pedana su cui il lato della ruota puo scorrere soddisfi alcuni requisiti.

In figura & riportata una rappresentazione della situazione nel piano cartesiano Oxy: il quadrato di lato
DE = 2 (in opportune unita di misura) e di centro C rappresenta la ruota della bicicletta, il grafico della
funzione f(x) rappresenta il profilo della pedana.

YA
3l

»
>
X

RE) ) aj

M Figura 1

1. Sulla base delle informazioni ricavabili dal grafico in figura 1, mostra, con le opportune argomentazioni,
che la funzione:

f(x)z\/f—iex—zeix,xeR

rappresenta adeguatamente il profilo della pedana per x € [—a; a]; determina inoltre il valore degli estre-
mi a e —a dell'intervallo.

Per visualizzare il profilo completo della pedana sulla quale la bicicletta potra muoversi, si affiancano
varie copie del grafico della funzione f(x) relativo all'intervallo [—a; a], come mostrato in figura.
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2. Perché la bicicletta possa procedere agevolmente sulla pedana ¢ necessario che:
e asinistra e a destra dei punti di non derivabilita i tratti del grafico siano ortogonali;

o lalunghezza del lato della ruota quadrata risulti pari alla lunghezza di una «gobba», cioé dell’arco di
curva di equazione

y = f(x) per x €[—a;a].
Stabilisci se tali condizioni sono verificatel.

3. Considerando la similitudine dei triangoli rettangoli ACL e ALM in figura, e ricordando il significato
geometrico della derivata, verifica che il valore dell’ordinata d del centro della ruota si mantiene costante
durante il moto. Pertanto, al ciclista sembra di muoversi su una superficie piana.
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Anche il grafico della funzione:

e*+e ™

f(x) = %—T, per x € [_@)ln(_ﬂ]

2

se replicato varie volte, puo rappresentare il profilo di una pedana adatta a essere percorsa da una bici-
cletta con ruote molto particolari, aventi la forma di un poligono regolare.

4. Individua tale poligono regolare, motivando la risposta.

PROBLEMA 2

Consideriamo la funzione f: R — R periodica di periodo T = 4 il cui grafico, nell'intervallo [0; 4], & il
seguente:
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1. In generale, la lunghezza dell’arco di curva avente equazione ¥ = @(x) compreso tra le ascisse x; e x, & data da
X

[+ (@ () dx.
X
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Come si evince dalla figura, i tratti OB, BD, DE del grafico sono segmenti i cui estremi hanno coordinate:
0(0;0); B(1; 1); D(3; —1); E(4; 0).

1. Stabilisci in quali punti del suo insieme di definizione la funzione f ¢ continua e in quali ¢ derivabile e
verifica I'esistenza dei limiti:

lim f(x)e lim
Xx—+oo f( ) x—+oo
qualora esistano, determinarne il valore.

Rappresenta inoltre, per x €[0; 4], i grafici delle funzioni:
g(x) =f1(x)
h(x) = fO f(t)dt.
2. Considera la funzione:
s(x) = sin(bx)

con b costante reale positiva; determina b in modo che s(x) abbia lo stesso periodo di f(x). Dimostra
che la porzione quadrata di piano OABC in figura viene suddivisa dai grafici di f(x) e s(x) in 3 parti
distinte e determina le probabilita che un punto preso a caso all'interno del quadrato OABC ricada in
ciascuna delle 3 parti individuate.

3. Considerando ora le funzioni:

fx) e s(x)?
discuti, anche con argomentazioni qualitative, le variazioni (in aumento o in diminuzione) dei 3 valori
di probabilita determinati al punto precedente.

4. Determina infine il volume del solido generato dalla rotazione attorno all’asse y della porzione di piano
compresa tra il grafico della funzione /i per x € [0; 3] e I'asse delle x.

QUESTIONARIO

EN Definito il numero E come:
1
E= foxe"dx,
dimostrare che risulta:
1
fxzexdx =e—2E,
0
ed esprimere
1
f x3e*dx
0
in termini di e ed E.

IP3 Una torta di forma cilindrica ¢ collocata sotto una cupola di plastica di forma semisferica. Dimostrare che

la torta occupa meno dei % del volume della semisfera.

EN Sapendo che:

i Vax+2b—6 _
xli% X =1

determinare i valori di a e b.
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N Per sorteggiare numeri reali nellintervallo [0; 2] viene realizzato un generatore di numeri casuali che fornisce
numeri distribuiti, in tale intervallo, con densita di probabilita data dalla funzione:

_3.2_3:
fx)=5x* =3
Quale sara il valore medio dei numeri generati?
Qual ¢ la probabilita che il primo numero estratto sia %?
Qual ¢ la probabilita che il secondo numero estratto sia minore di 1?
PEN Dati i punti A(—2; 3; 1), B(3; 0; —1), C(2; 2; —3), determinare I'equazione della retta r passante per A e per
B el'equazione del piano © perpendicolare ad r e passante per C.

PN Determinare il numero reale a in modo che il valore di

. sinx—x
lim ———
x—0 X

sia un numero reale non nullo.

[EA Determinare le coordinate dei centri delle sfere di raggio V6 tangenti al piano 7 di equazione:
x+2y—z+1=0
nel suo punto P di coordinate (1; 0; 2).

Il Un dado ha la forma di un dodecaedro regolare con le facce numerate da 1 a 12. Il dado ¢é truccato in modo
che la faccia contrassegnata dal numero 3 si presenti con una probabilita p doppia rispetto a ciascun’altra
faccia. Determinare il valore di p in percentuale e calcolare la probabilita che in 5 lanci del dado la faccia 3
esca almeno 2 volte.

PIEN Dimostrare che 'equazione:

arctanx+x*+e* =0

ha una e una sola soluzione reale.

El) Data la funzione:
fix)=| 4|

verificare che essa non soddisfa tutte le ipotesi del teorema di Rolle nell'intervallo [—3; 3] e che comunque

esiste almeno un punto dell’intervallo [—3; 3] in cui la derivata prima di f(x) si annulla. Questo esempio
contraddice il teorema di Rolle? Motivare la risposta in maniera esauriente.

© Zanichelli Editore, 2018



SOLUZIONE * SESSIONE ORDINARIA 2017

Liceo scientifico e opzione scienze applicate

PROBLEMA 1

1. Studiamo la funzione f(x) per verificare che il suo grafico sia compatibile con il profilo della pedana.
Dominio della funzione. x € R
Eventuali simmetrie della funzione.

flom =V - oy sy

La funzione & pari.
Intersezione con l'asse y.
x=0

_ el+e 0 B
y=N2 -5t =V2 -1

Osserviamo che V2 — 1 ~ 0,414 < 0,5; nel grafico vediamo che effettivamente 'intersezione della curva
con l'asse y ha ordinata minore di 0,5.

Intersezioni con lasse x.
X —X
y=0 — f—%zo - e"+%=2\/§ -

eX+1 _ 2V2e" oo o2
- X

. F—2V2e +1=0
e e

Poniamo z = e*.
2=2V2z+1=0 - z=V2 1.
Osserviamo che i due valori ottenuti sono positivi, quindi otteniamo due soluzioni distinte per x.
e=vV2+1 - x=In(vV2+1)Vx=In(v2 —1).
Per la simmetria della funzione, i due valori ottenuti sono opposti, con In(Vv2 + 1) ~+0,88.
Concludiamo che a = In(V/2 + 1).

Segno della funzione.

y>0 - V2= EEEL S0 L <2v2 -

20, 2 2\2e +1<0

e¥+1 < 24/2 e*
e* e*

Poniamo z = e* e ricordiamo che In(x) é una funzione monotona crescente.
2=2V2z+41<0 - V2-1<z<V2+4+1 - In(vV2-1) < x <In(V2 +1).
Quindi f(x) & positiva nell'intervallo |—a; a[, in accordo al grafico assegnato.

Studio della derivata prima.

flo)=5%
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f(x)>0 - e*—e*>0 — e"<%ﬂ>ez"<l—> 2x<Inl - x<0

La funzione € quindi crescente per x < 0, decrescente per x > 0. Per x = 0 la funzione ha un massimo
assoluto.

Studio della derivata seconda.

floy=—E5 - fx)<ovxeR
La funzione non ha flessi e volge la concavita verso il basso.
Possiamo concludere che il grafico della funzione assegnata ¢ compatibile con il profilo della pedana.

. Chiamiamo f (x) la funzione ottenuta affiancando le copie del grafico di f(x). f(x) & una funzione
continua, periodica di periodo 2a. Calcoliamo la derivata sinistra e la derivata destra nel punto di non
derivabilita x = a = In(V2 +1).

o Y _et—et  1—e 1 — 2in(v2+1) _
f*(a)_f(a)_ 2 - 2e% = zeln(\2+1) =

1-(V2+1)' _1-2-1-2v2 _ —2(V2+1D) _ |
2(V2 +1) 2(V2 +1) 2(V2 +1)

Per la periodicita di f (x) e per la simmetria di f(x) (che & una funzione dispari), otteniamo:
fila)=f(=a)=—f(a)=1.
Nel punto x = a la tangente sinistra e la tangente destra del grafico hanno coefficienti angolari rispetti-

vamente —1 e 1; il prodotto di tali coefficienti angolari ¢ —1, quindi le rette sono perpendicolari. Per la
periodicita la stessa proprieta vale in tutti i punti di non derivabilita.
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In({2+1) B Figura 5

Per determinare la lunghezza dell’arco descritto da f (x) in [—a; a] calcoliamo I'integrale

L= f_“a\/l +[f(x)] dx.

Poiché f'(x) ¢ dispari, la funzione integranda ¢ pari, quindi:

L=2"i+[f(x)Fde=2["\/1 +(e_x+ex)2 dx =

a. J4+e P +e*—2 , N2t e Tt e
Zfo\/ i dx—f0 2+ e+ e dx.

Osserviamo che I'espressione all'interno della radice quadrata & uguale a (e* + e™)*, quindi:

L= foﬂ\/mdx = f (e*+e™)dx=[e*—e™]5=
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1 241+42V2-1_ 2(V2+1)
V241 V2 +1 V2 +1

el — e = eln(\/2+1)_ e—ln(\/2+1) — \/5 +1-— =2

L’arco ¢ quindi lungo come il lato del quadrato.
In alternativa lintegrale f:\/Z + e+ e*dx si poteva risolvere per sostituzione, ponendo e* = t.

Dal cambio di variabile segue:
_ _ 1
=Int - dx= Tdt;

x=0 - t=1;

L’integrale diventa:

2 4

L= f\/2+ + 1t —dt—f 2t+1+t
PRIV 1, et2+1 e 1 _ e
fl ( 7 )Tdt— 1 dt—f <1+7>dt—[t—t Ii =

e — et = eln(wEJrl) _ e*ln(\/EJrl) — \/5 +1- 1 —

V241

2+1+2V2 -1 _ 2(V2+1) _
V2 +1 V2 +1

Come ulteriore possibilita, potevamo risolvere I'integrale:

L=2["/1+(&

applicando le formule del seno iperbolico e del coseno iperbolico.
Se ricordiamo infatti che:

X —X X —X

. e e e*te .
sinhx = 5 coshx = —5 cosh®x — sinh’>x = 1;

fsinhxdx = coshx+c¢; fcoshxdx =sinhx + c;

per I'integrale L ricaviamo:
—2f1+< ) x—2f\/l+smh2 dx—Zf\/1+(cosh2x—1 dx =

a a a__ ,—a 0__ ,—0
ZJ.O\/coshzxdx=2J.0coshxdx=2[sinhx]g=2<e 26 — £ Ze )=e“—e‘“,

da cui si ottiene il risultato precedente.

. Il punto L ¢ la proiezione del centro C del quadrato sul lato DE, quindi il triangolo ACL ¢ rettangolo in
L. 1l punto M ha la stessa ascissa di L e la stessa ordinata di A, quindi il triangolo ALM é rettangolo in M.
Le rette AC e LM sono parallele perché entrambe parallele all’asse y, quindi formano con la trasversale
DE angoli alterni interni congruenti: ALM = LAC.1 triangoli ACL e ALM hanno dunque tutti gli angoli
congruenti e quindi sono simili.

Per il significato geometrico della derivata prima:

IM _ ,
ywaRARA
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Per la similitudine fra i triangoli abbiamo:

M _ AL

AM ILC’
dove LC =1 poiché corrisponde a meta del lato del quadrato. Combinando le due uguaglianze
otteniamo

floy=4L — flx=A4L.

Applichiamo il teorema di Pitagora al triangolo ACL:

AC=VIC*+AL* = \N+[f(x)] = 1+(M>2 -

2
\/4+e*2"+ez"—2 _ \/2+e’2"+ez" _ \/( eX+e* )2 et e
4 a 4 - 2 a 2 ’
Pertanto:
_ e, e e te _
d=f(x)+AC=V2 5+t =V2,
. Per evitare ambiguita, chiamiamo g(x) = % - H%. Osserviamo che il grafico di g(x) si ottie-
ne da quello di f(x)=V2 - H% tramite una traslazione verso il basso lungo I'asse y, in quan-
2
to —— < V2.
V3
Determiniamo 'angolo a formato dalla tangente a g(x) nel punto x :_lnT3 con l'asse x, calcolando la

derivata prima di g(x) in tale punto.

1

In3 In3 -
( )_e*"—e" ,<_ln3)_e2 —e 2 _\/> Vi 3—-1_ 1
§W¥=77 § 2 ) 2 B 2 T 2V3 V3

1 1
tana = —= — a = arctan|—=) = 30°
V3 <\/§ )
L’angolo interno [ del poligono regolare cercato é quindi:
B =180°—2a = 120°.

Il poligono regolare che ha angoli interni di 120° ¢ 'esagono regolare.

M Figura 6
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Infine, per calcolare la lunghezza I del lato dell’esagono regolare, imponiamo che tale lunghezza sia

uguale a quella della «gobba» individuata da g(x) nell’intervallo [_lnT3; lnT,’)]

Poiché g'(x) = f/(x), i calcoli sono simili a quelli svolti nel punto 2. nel caso del quadrato, cambiando
solo gli estremi di integrazione:

In3

1= [ 1HgPdx = =[e =], T =02 —e 2 =V3- o= LS.

In3 In3 In3 1

PROBLEMA 2

1. La funzione f(x) si puo scrivere in [0; 4] come
x sex €[0;1]
flx)=1—-x+2 sexec[L;3].
x—4 sex€&|[3;4]
Disegniamo il grafico nel dominio R e osserviamo che f(x) si puo scrivere come

x — 4k se x €[—1+4k; 1+ 4k[

f(x)z{—x+2+4k sexell +ak3+akf ©ONKEL

YA

1eA
y = f(x) /\
. . | E
: 2\,/34 -
-1
D

Questa funzione & definita e continua in tutto il dominio R perché continua a tratti e il limite destro e
sinistro nei punti di congiunzione coincidono. La funzione f(x) ¢ inoltre derivabile negli intervalli aperti
|=1+4k; 1+ 4k[ e |1 + 4k; 3 + 4k[ perché i polinomi sono funzioni derivabili. Calcoliamo la derivata
prima.

—00

xY

B Figura 7

) 1 sex€|—1+4k1+4k[
FOIZ121 sexe |l 44k 3+ 4k

Verifichiamo la derivabilita in ]0; 4[ nei punti di congiunzione x = 1, x = 3 analizzando i limiti della
derivata prima da destra e da sinistra.

lim f(x)=1 lim f(x)=-1
lim flx)=—-1lim f(x)=1

Osserviamo che i limiti destri e sinistri non coincidono, quindi f(x) non & derivabile in x =1 e x = 3.
Per periodicita possiamo affermare che f(x) non ¢ derivabile nei punti x =1+4k e x =3 +4k con
k € Z, ovvero nei punti x = 1 +2k’, con k' € Z.

Poiché f(x) € una funzione periodica non costante, il limite Jdim f(x) non esiste.

f(x)

X

Per calcolare xlilp si puo utilizzare il teorema del confronto. Infatti, dato che —1 < f(x) <1,

© Zanichelli Editore, 2018
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. 1 f(x) 1 . .
- << < =
si ha che Y =5 = perx>0.Ne risulta che xllg‘loo

fo) _

X

Disegniamo il grafico di g(x) = f"(x), di cui abbiamo gia calcolato 'espressione analitica.

YA
; ;o y=glx)
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: >
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S DR Smm—
M Figura 8

Determiniamo 'espressione analitica di h(x) per x €[0; 4], considerando i tre sottointervalli [0; 1],
11; 3] e ]3; 4].

2

, = (ar=|E] = 2
oPerxe[O,l],h(x)—fOtdt—[z]0— 5
e Per x € ]1;3],
1 x
m@_Lﬂom+£u—nw_
1"
h(1)+[2t—7]1=
1 x? 1 x?
7+2x—7—2+7——7+2x—1
o Per x € |3; 4],
3 X
= + —_ =
h(x) fof(t)dt L(t 4)dt
£ *_
h(3)+| G 4] =
1, x? 9 _ x?
74‘7—4)6'_7"‘12—7_4)(74’8
Quindi I'espressione analitica per h(x) & la seguente:
2 YA
XT sex €[0;1]
) 1 y = h(x)
h(x)= —x7+2x—1 sex €[1;3[.
X2 —
5 —4x+8 se x €[3; 4] 0 1 2 3 L x

Il grafico € composto da tre archi di parabola che siraccor- . gura 9

dano nei punti (1; %) e (3; %)
In alternativa, ¢ possibile disegnare un grafico qualitativo di h(x), osservando che la funzione integrale

di funzioni lineari a tratti & formata da archi di parabola la cui concavita dipende dal segno di

1 > . P \ L
g(x) = H(x) e che I'area di ogni triangolo congruente a OBC ¢ uguale a -

© Zanichelli Editore, 2018
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2.1l periodo di f(x) & 4, mentre il periodo di s(x)=sin(bx) & ZTK Ponendo ZTE =4 si ottiene
b="1
5

I grafici di f(x) e s(x) dividono il quadrato OABC in tre parti in quanto f(0)=s(0)=0 e
f(1)=s(1)=1eigraficidi f(x) e s(x) non hanno altri punti di intersezione in ]0; 1[. Dimostriamo

quest

‘ultima affermazione.

Il grafico di sin(%x) ¢ una contrazione orizzontale di sin x di fattore % La funzione sin(x) sta

7t .

sopra la retta congiungente il punto (0; 0) e il punto (7, 1). Quindi il grafico di s(x) in [0; 1] sta

sopra la funzione f(x) = x e di conseguenza i due grafici non si intersecano in altri punti.

YA

¥ Figura 10

Dato che I'area del quadrato OABC ¢ uguale a 1, la probabilita di cadere su una delle tre parti sara uguale
alla misura della rispettiva area.
Calcoliamo quindi le aree.

BN 5 D U
Agrigia—foxdx—[f] —7—0,5

L 2\_2 _ 1
1 2
APaHmi =1- Agrigia - Atratteggiata =1- 2 (F N

2

0

%)zl——:0,36.

Le probabilita di cadere nelle zone grigia, tratteggiata e pallini sono quindi rispettivamente del 50%, del
14% circa e del 36% circa.

c. Rappresentiamo le funzioni f?(x)=x? e s*(x)= sin? (%x) nell'intervallo [0; 1], osservando che,

essendo 0 < f(x)<1e0 <s(x)<1,siavra f2(x)=<f(x)e s*(x) < s(x).

Y4

Ae .

\
y =s¥x)

y = f2[x)

M Figura 11

11
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Quindi si avra un aumento dell’area pallini e una diminuzione dell’area grigia; per quanto riguarda 'area
tratteggiata ¢ difficile fare una stima qualitativa.
Calcoliamo quindi le probabilita, ancora una volta uguali alle rispettive aree.

Per calcolare I'integrale di sin? (%x) utilizzeremo la formula di bisezione sin? (%) = I_%Sa.

_ (' _[ﬁ]l_iw
Agrigm—fox dx=|% | =3 =033

Atratteggiata = J‘;[Sinz <%x> - xz]dx = J.OISiIl2 (%x)dx - folxzdx =
J‘Oll_%s(ﬁx)dx— % = %fl[l — cos(mx)]|dx — % =

Hish - Lsimeot} -+ = 31— Lsinz - sin0)] - =

L1
2737600
1 1 1
Apallini =1- Agrigia - Atratteggiata =1- ? - K = 7 = 0)5

Le probabilita di cadere nelle zone grigia, tratteggiata e pallini sono quindi rispettivamente del 33% circa,
del 17% circa e del 50%.

4. Per calcolare il volume del solido di rotazione utilizziamo il metodo dei gusci cilindrici.

V= 27tfo3xh(x)dx =

1 2 3 2
27 fox%dx + fl x(—xT +2x— l)dx

X B Figura 12

QUESTIONARIO

[EN Per calcolare i due integrali definiti usiamo la formula di integrazione per parti:
[f)g(x)dx = fix)g(x) — [ flx)g(x)dx.
Consideriamo I'integrale folxze" dx e poniamo f(x)=x?e g'(x)=e".
Osserviamo che g(x) = g'(x) = e* e che f(x) = 2x. Otteniamo:
folxzexdx =[x2e*]} — f:erxdx =

© Zanichelli Editore, 2018
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[x2e*], — Zﬁxe"dx =
[x2e*],— 2E =

12 ¢l — 0% 0~ 2F =
e—2E.

1
Passiamo al secondo integrale, f0x3 e*dx, e poniamo f(x)=x>e gl(x)=e".
Applichiamo nuovamente la formula di integrazione per parti:
1 1
f0x3exdx =[xe*]y— fOsze"dx =
1
[x3e], — 3J- x%e¥dx =
0
[x3e*]y—3(e—2E) =
1°-e'—0%-e"—3e+6E =
e—3e+6E =
—2e+6E.
Pl Consideriamo il caso in cui la base superiore del cilindro retto corrispondente alla torta ¢ tangente alla
superficie interna della cupola semisferica. Fissata I'altezza, questa torta ¢ la piu grande possibile.

Indichiamo i volumi della cupola e della torta con Viyea € Viona. Dobbiamo verificare che

Vtorta 3

Viorta < % Veupola - Questo equivale a mostrare che v < 5
cupola

Cerchiamo il massimo del rapporto tra i volumi della torta e della cupola, mostrando che tale massimo
\ . .3
¢ sempre minore di &

La figura mostra una sezione verticale di torta e cupola, con il piano di sezione perpendicolare alla base della
cupola e passante per il suo centro.

Indichiamo con R il raggio della cupola semisferica e con r il raggio di base della torta. Consideriamo un
angolo § come indicato in figura.

r ¥ Figura 13

Il metodo piu efficiente per risolvere il quesito ¢ considerare come incognita I'altezza h della torta.
Mostriamo la risoluzione anche nel caso in cui si scelgano come incognite il raggio r della torta oppure
'angolo 9.

METODO 1: 'incognita é I’altezza h
Il volume della cupola é:

1 4 2
chpola = 7 . ?TER3 = ?TCRg’.

Scriviamo il volume della torta in funzione di k. R, r e h sono i lati di un triangolo rettangolo, quindi per il
teorema di Pitagora si ha r = v/R*— h?, con 0 < h < R. Calcoliamo il volume della torta:

Vtorta = n(\/w)z “h= TC(RZ — hl) -h.
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Il rapporto tra i volumi e:

fhy= TR =B h 3 h(R—K) _ 3 Rh—h
%TCR3

R? 2 R3

|

Studiamo massimi e minimi di f{(/). Calcoliamo la derivata prima:

Flh)= S5 (R2=3h7),

Studiamo il segno di f'(h) con 0 <h <R:

3
2R3

2
1
. T
|
+ 0 -

/ N M Figura 14

(R2—3h?)>0 — R*—3h*>0 — 3h*<R? —

Pertanto, per h = \/% R il rapporto dei volumi ¢ massimo e vale:

1 1 1 2
JIEYARYEES VIRE-3R) 5 \FR(ER) T _ose3
3 2 R3 2 R3 3 =7 5"
METODO 2: 'incognita é il raggio r
In alternativa, ¢ possibile risolvere il quesito considerando come incognita la variabile r, ovvero il raggio di
base della torta. Il volume della cupola non dipende da r:

Veupola = 5 TR,
Per il teorema di Pitagora siha b = VR —r2, con 0 < r < R. Calcoliamo il volume della torta in funzione
dir:

Virta = T2 VR — 12,
Il rapporto tra i volumi é:

()= FEVE=R 3 VR
g ;nR3 2 R’ '
3

Studiamo massimi e minimi di g(r),con 0 <r <R:

g(r)y= 2;3 -[2NW+ r?-

P =t

3 iz 2. 1 \_
RO 2r< Re—re—r NR—? )

3 2R-—r)-—r>_ 3 r(2R?—3r)
R "ToVR—r 2R VR-12

Il segno della derivata coincide con quello del numeratore, poiché il denominatore € sempre positivo.
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Ricordando che 0 < r < R, abbiamo:

2

r(2R?=3r?)20 — 2R*23r* - r’< 3R —

~Zr<rsv/Zr - 05y /IR

0 2R R
3

+ 0 -
‘ M Figura 15

Pertanto, per r = \/z R il rapporto dei volumi &€ massimo e vale:
\/>R \ /R R*\/ R2 - fRZ
d\VER)=3 =1

METODO 3: I'incognita ¢ I'angolo 3
Il volume della semisfera &

~ 0,577 <

chpola = % TCR3

e il volume della torta &
Viorta = T2 h.
Come mostrato nella figura iniziale, r, R e § sono gli elementi del triangolo rettangolo, quindi:
r=Rcos9 e h = Rsin9.
Dunque:
Viera = Tr2-h = m(Rcosd)*- Rsind = TR>cos*Isin 9.
Pertanto la funzione che esprime il rapporto tra i volumi é:
m(9) = —ER3c205283sin8 = %coszﬁsinﬁ.
§7IR

Poiché la figura ¢ simmetrica, possiamo limitare lo studio della funzione all'intervallo 0 < 9 < % Stu-

diamo dunque massimi e minimi della funzione m(3), con 0 < 9§ < 5

Calcoliamo la derivata prima:

m(S)— [2cos9(—sin9)-sin 9 + cos?9 - cos ] = gcosf}(—2sin28+c0528).

Poiché sin?9 + cos?9 = 1 otteniamo:
m'(9) = cos 9(—2sin’d + 1 —sin?9) = cosS( 3sin?9 + 1).

Studiamo il segno della derivata prima in 0 <4 < % Poiché nel primo quadrante si ha sin3 =0 e
cosd = 0:

%cosS(—SsinZB—i-l)ZO - —3sin?d+1>0 —
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— —

%Ssin@ﬁ\/g - OSBSarcsin\/g.

0 arcsin 1

w

IR

L
7 ‘ N ¥ Figura 16

Dallo schema dei segni deduciamo che per § = arcsin\/g , ovvero per sin9 = \/I , il rapporto tra i
volumi & massimo.
Poiché:

m(§) = %coszﬁsinﬁ = %(1 —sin?9)sin 9,

il valore massimo del rapporto dei volumi é:
SOV ST T R SN O 3
m(arcsm\/;)— 2(1 3> 3 =\V3 0577 <%

PEN Per determinare i valori di a e b, osserviamo innanzitutto che

Vax+2b—6 _ \2b—6
X o 0 :

lim
x—0

Se V2b — 6 fosse diverso da 0, allora il limite considerato sarebbe + oo, contraddicendo I'ipotesi data. Allora,
deve essere V2b — 6 =0, cioé b = 18. 0
Sostituendo ora b = 18 nella funzione, otteniamo una forma indeterminata del tipo 0

I metodo Con De L'Hospital:

_.a
. Vax+36—6 _ . 2Vax+36 _ a _ a
lim = lim = ==
x—0 x x—0 1 236 12

IT metodo Moltiplichiamo numeratore e denominatore per Vax + 36 + 6:

lim Yax+36 -6 _ .~ ax+36—-36 _ a __a
¥=0 x =0 x(Vax+36+6) *~0 Vax+36+6 127

Imponendo l'ipotesi % = 1, otteniamo a = 12.

Dungque i valori cercati risultano a = 12 e b = 18.

[N Sia X una variabile casuale continua che assume valori nell'intervallo [0; 2] e con densita di probabilita:

— i 2 __ i 3
fx)=5x2=5x.
Per prima cosa verifichiamo che f(x) ¢ effettivamente una funzione densita di probabilita, ovvero che:
o flx)=0 Vxe[0;2];

o [(fxydx=1
. f(x)dx=1.
Studiamo il segno della funzione f(x):

3 ., 3

5 X 4x320—> 3 2~<1—%x>20.

7)6
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Studiamo separatamente i due fattori:
° %xz = 0 per ogni x € R, quindi in particolare per ogni x € [0; 2];

. 1—%3(20 - %xﬁl o x<2.

Abbiamo dimostrato che f(x)= 0 per ogni x € [0; 2].
Verifichiamo la seconda proprieta:

foz(%xz - %x3>dx = %fozxzdx - %f02x3dx =

R R

4 0
3 8 3 16
2737 g —A73=1

Possiamo quindi concludere che f{x) é una funzione densita di probabilita.
Il valore medio dei numeri generati é:

P E

f;(%)ﬁ - %x“)dx = %fozx%lx — %J':x“dx =
IS ETTE P

24 _30-24 _ 6

5 5 5
La distribuzione dei numeri generati & continua, quindi la probabilita di generare un numero esatto, come

%, ¢ nulla. Infatti:

p(x=%)=p(3=x=73)= f;f(x)dx = 0.

Questa osservazione ci permette anche di dire che p(X < k) = p(X < k), per qualsiasi k € R.
Poiché due estrazioni consecutive di un numero sono eventi indipendenti, la probabilita che il secondo
numero generato sia minore di 1 &:

P(X<1=p(X=1)= folf(x)dx = fol(%xz - %x3)dx =

=g [a= 315 gl -
5

31 3 1_1 3 _8-3

2'374 472 16 16 16

IEN Laretta r passante per i due punti A(—2;3;1) e B(3;0; — 1) ha direzione AB.
Per scrivere le sue equazioni, determiniamo quelle della retta passante per A e parallela al vettore AB.
Il vettore AB ha componenti (x5 — X435 y5— Y5 25— 24) = (3 —(—2);0 — 3;— 1 — 1) = (5; — 3; — 2), quindi
le equazioni parametriche della retta r sono:

x=—2+5k
y=3-3k .
z=1-2k
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Osserviamo che, in alternativa, avremmo potuto ricavare I'equazione cartesiana della retta imponendo
direttamente il passaggio per A e B:

X—Xa _ Y= Va _ Z2—2z4

Xp— XA YB— YA Zp T ZA

x+2 _y=3 _ z-1 ~

3+2 -3 —-1—-1

x+2 _y—=3  z-1
5 -3 -2 -

Per determinare l'equazione del piano 7, ricordiamo che un piano generico ha equazione
ax+by+cz+d =0, dove (a; b; ¢) sono le coordinate del vettore normale al piano.

Il piano © ¢ perpendicolare alla retta r, quindi il vettore normale al piano coincide con la direzione della
retta: (a; b; c) = (5; —3; —2).

Il generico piano perpendicolare a r ha quindi equazione:

5x—3y—2z+d=0.

Per determinare il valore del parametro d, imponiamo il passaggio del piano per C = (2; 2; — 3):
5-2-3-2-2-(=3)+d=0

da cui si ottiene d =—10.

Il piano cercato ¢ quindi 5x — 3y —2z—10 = 0.

Osserviamo che se 'esponente a di x? € un numero reale non intero, x* & definita per x > 0, mentrese a € 7
allora x“ risulta definita per x # 0. Il limite
. sinx—x

lim ———

x—0 X
dovra quindi essere considerato in un intorno completo di x = 0 oppure solamente nell’intorno destro,
x > 0, a seconda dei casi.
Per a = 0 il limite diventa:
sinx—x _ .  sinx—x _

=lim

lim ———= =lim =
x—0 x” x—0 xO x—0 1

lim (sinx —x) = sin0 —0 = 0.

Pertanto, a = 0 non ¢ accettabile.
Per a < 0 il limite ¢ finito e risulta uguale a 0.
Per a > 0 il limite:

. sinx—x
lim —>—"
x—0 X

si presenta nella forma indeterminata %, perché
lim (sinx —x) =0 e lim x* = 0.
x—=0 x—=0

Vediamo se sono verificate le ipotesi del teorema di De L’Hospital. Poniamo f(x)=sinx—x e
g(x)=x"
e f(x) e g(x) sono continue in 0: f(x) & differenza di funzioni continue in 0 e g(x) & una funzione
potenza.
Inoltre f(0)=g(0)=0.
o f(x) e g(x) sono derivabili in R.
o g(x)=a-x*"'#0in R—{0}.
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Le ipotesi del teorema di De L’'Hospital sono verificate, quindi possiamo applicarlo per calcolare il limite:

lim f(x) - lim f,(x) = lim sinxu—x — i Cosx¥ —1
-0 g(x)  x-0 g'(x) -0 X

x=0 a-x*"1 "
Riconduciamo l'ultimo limite al limite notevole

lim cosx—1 _ 1
x—0 x2 2 :

Pertanto riscriviamo il limite:

lim cosx—1 _hm(cosx—l o x? )_ . (cosx—l -Lx3‘”
X0 a,xu—l X=0 x2 axu—l x2 a .

e Se 3—a > 0 il limite precedente ¢ 0 e quindi i valori a < 3 non sono accettabili.

o Se 3 —a = 0 il limite diventa

~T2'37 7%

lim<cosx_l-i-1)— 1 1 1
x—0 x2 a

quindi a = 3 ¢ accettabile.

o Se 3 —a < 0 il limite precedente ¢ infinito, quindi a > 3 non ¢ accettabile.
Pertanto 'unico valore di a accettabile ¢ a = 3.

I centri delle sfere tangentia 7:x + 2y —z+ 1 = 0 nel suo punto P(1; 0; 2) appartengono alla retta perpen-
dicolare a m passante per P.

Il vettore perpendicolare a un piano generico di equazione ax + by + cz +d = 0 & 7 (a; b; ¢), quindi il vettore
perpendicolare a © ha coordinate # (1; 2; —1).

I centri delle sfere cercate appartengono quindi alla retta r che ha direzione 7 (1;2; —1) e che passa per il
punto P(1; 0; 2); tale retta ha equazioni parametriche

x=1+k
riqy =0+ 2k.
z=2—k

Adesso dobbiamo imporre che il raggio delle sfere sia V6, ovvero che la distanza del punto P(1;0; 2) daun
punto generico di r sia /6.

VA +k—1P2+2k—02+(2—-k—2=V6 —
k*+4k*+k*=6 —
k=%1.

Sostituendo k nelle equazioni parametriche di r troviamo i centri cercati:

x=2 x=0
Ciiy=2, Cypiy=-—2.
z=1 z=3

Indichiamo con X lo spazio campionario dei possibili esiti di un lancio e con F, 'evento corrispondente
all'uscita della faccia che riporta il numero #, con 1 < n < 12. Abbiamo:

% sen#3
p(E) = 2 :
13 sen=3

In particolare p = p(F;) = % ~ 15,38%.
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Consideriamo ora X' lo spazio campionario formato da tutti i possibili esiti di 5 lanci consecutivi e indi-
chiamo con:

o E,l'evento corrispondente all’uscita di 5 numeri tutti diversi da 3;
e E, Pevento corrispondente all’'uscita di 5 numeri di cui uno solo ¢ 3;
e Elevento corrispondente all’'uscita di 5 numeri di cui due sono 3.

Sihache E = X' —(E,UE,). Gli eventi E, ed E,; sono incompatibili, cioé non si possono verificare contem-
poraneamente, quindi p(E,U E,) = p(Eo) + p(E).

Calcoliamo p(E):
P(E) = p(X') = p(Eo) = p(Er) = 1= p(Eo) = p(E).

L’esito di ogni lancio ¢ indipendente da quello del lancio precedente, quindi:

p(E) = () -p(F)P = (1L
p(E)= (31— p(E)'p(E) = 5(14) &

In conclusione:

p(E)=1- (1) —5(1) 2 ~ 17.10%.

Studiamo la funzione f(x)= arctanx + x>+ e*. Gli zeri di questa funzione corrispondono alle soluzioni
dell’equazione data.

Osserviamo che f(x) & continua e strettamente crescente su tutto R poiché somma di tre funzioni continue
e strettamente crescenti su tutto R. Inoltre, & illimitata sia inferiormente sia superiormente, infatti:

xlirpm f(x) :—%_ 00+ 0 =—o0;

lim f(x):%+oo+oo =+o00.

X—+o0

Quindi, f(x) ¢ iniettiva e suriettiva su R. La biettivita assicura che f(x) assume tutti i valori tra —oo e +oo
una e una sola volta. In particolare, esiste esattamente un valore x € R tale che f(x) = 0.

Studiamo il segno dell’argomento del valore assoluto:
4—x2>0 - —2<x<2.
Per la definizione di valore assoluto, in [—3; 3] si ha:
4—x? se—2<x<2
f(x)={x2_4 se—3<x<-2V2<x<3

L’intervallo [—3; 3] ¢ chiuso e limitato, come richiesto dal teorema di Rolle.
Analizziamo le ipotesi del teorema di Rolle.

Continuita in [—3; 3]

L’espressione analitica ¢ polinomiale, quindi la funzione ¢ continua nei punti interni agli intervalli di defi-
nizione dei due tratti.

Analizziamo la continuita nei punti di ascissa x =—2 e x = 2.

Calcoliamo i limiti sinistro e destro nel punto di ascissa x =—2:

liI_nT flx)= lil;l‘%i (x>—4)=0,
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lirr;+ flx)= lin;+ (4—x*)=0,

f=2)=4-(=2)"=0,
dunque la funzione ¢ continua in x =—2.

Analogamente si puo verificare che la funzione ¢ continua in x = 2, quindi lipotesi di continuita &
verificata.

Derivabilita in | —3; 3[
Deriviamo la funzione:
—2x se—2<x<2

f<x)={+2x se—3<x<—2V2<x<3

L’espressione analitica della derivata & polinomiale, quindi la funzione ¢ derivabile a eccezione eventualmen-
te dei punti di ascissa x =—2 e x = 2.

Stabiliamo se la funzione ¢é derivabile in x =—2, calcolando i limiti sinistro e destro.
Poiché:

f(=2)= lir_rzi 2x=—4e f/(-2)= liI_I;+ (—2x)=4,

la funzione non ¢ derivabile in x =—2. Analogamente si verifica che la funzione non ¢ derivabile in x = 2
e quindi la seconda ipotesi del teorema di Rolle non é verificata.

Osserviamo che, nonostante non tutte le ipotesi del teorema siano verificate, esiste un punto interno all’in-
tervallo in cui la derivata si annulla: x = 0. Tale esempio non ¢ in contraddizione con il teorema di Rolle. Il
teorema, infatti, assicura I'esistenza di almeno un punto interno all’intervallo in cui la derivata si annulla nel
caso le ipotesi siano tutte verificate. Non esclude che punti in cui la derivata si annulla esistano anche se le
ipotesi non sono verificate. Le ipotesi del teorema sono infatti condizioni sufficienti ma non necessarie.

Se consideriamo l'intervallo [—1; 1], le prime due ipotesi del teorema sono verificate. Vale anche la terza
ipotesi richiesta dal teorema. Infatti: f(—1) = f(1) = 4 — (£ 1)* = 3. Pertanto il punto x = 0 trovato in pre-
cedenza ¢ il punto di cui assicura I'esistenza il teorema di Rolle applicato all'intervallo [—1; 1].
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